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1. El Espacio Afin

Definicién 1.1 (Espacio afin). Sea A # () un conjunto y V (K) un espacio vectorial®.
Diremos que A es un espacio afin si

37 AxA — V
(P,Q) — PO

que cumple lo siguiente:
1. VP,Q, R € A, entonces l@ + Cﬁ = ﬁ?
2. Fijado P € A, existe una biyeccion
op: A — V

Q — PG

Esta propiedad, por la definicién de biyeccion tenemos:
a) Inyectividad: 1@ = ﬁ — () = R,
b) Sobreyectividad: Vv € V| 3Q | }% = 0.

A los elementos de A los llamaremos puntos, y a los elementos de V' los llama-
remos vectores. Al espacio vectorial V' lo llamaremos espacio de direcciones de A.

Por ello, a veces notaremos V' =

Ejemplo. Los primeros ejemolos de espacios afines son los espacios vectoriales, como
vamos a ver a continuacion:

1. En R3, tenemos que la aplicacién 7 es:
VL RIx R — ]1@
(P.Q) — PO=Q-P
2. Para cualquier espacio vectorial V(K), tenemos que la aplicacién 7 es:

T VXV — vV
(u,v) — Wb=v—u

Veamos las dos propiedades:

!Por norma general, usaremos K = R. De forma excepcional, podremos usar K = C.
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a) Yu,v,w € V, se tiene que:
W+t =v—u+w—v=w—u=ud
b) Fijado v € V, tenemos la siguiente biyeccién:

Op: V. — V
w o w—v

Por este ejemplo, tenemos que todo espacio vectorial se puede ver como espacio
afin, y decimos que es su estructura afin candnica.

Algunas consecuencias de la definicién de espacio afin son:

1. ]@:W@Q:P

Suponemos ) = P. Entonces,

PO+ 0P = PB4 PP = PP —s PR T

Como tenemos que pp es inyectiva, tenemos que ese punto es unico, por lo
que se da la doble implicacion.

- _op
2 r00 PG+ 0P~ PP 1

3. Sean los puntos P, ..., P.. Entonces:

N

-1
P
P.Psi = PP

i=1

Se demuestra facilmente por induccién sobre k.

4. Tgualdad del paralelogramo: PPy = (Q1Q)2 = P11 = P>(Q)»

PiQ1 = PP+ P,Q = POy + Q1Q2 = PQ)s

Cabe destacar que podemos operar entre puntos y vectores considerando la in-
versa de la biyeccion descrita para el espacio afin:

ot A — 4
v o) =@

donde tenemos que gp;l(v) =Q ]@ = v. De tal forma, notamos ) = P + v o,
equivalentemente, v = () — P. De esta notacién, deducimos las siguientes propieda-
des:

1. VP € A, tenemos que P + 6> = P.

Pr0=P+Q0=P+Q-Q=P VvQecA
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2. VPEA,u,ij, se tiene que P+ (u+v) = (P+u)+v=R€ A.
Sean Q=P+u, R=Q+ve A Entonces,u:@, v:@, por lo que:
Pt+(u+v)=P+PQ+QRh=P+PR=R=Q+v=(P+u)+u

3. Sean P,QQ,R € A,u,v € j cumpliendo que:
P+u = @
P+v = R

Entonces, se tiene que Cﬁ =v—u.

Cﬁ:R—Q:P%—U—P—u:v—u
De las siguientes propiedades, podemos obtener el siguiente ejemplo de gran
importancia:

Ejemplo. Sea A = {p} un conjunto con un dnico punto. Entonces, tenemos que .4
es un espacio afin con:

TLoAxA — A
_>
(p,p) +— O
Veamos las dos propiedades:

1. Vp,q,r € A, se tiene que p = ¢ = r. Por tanto:
- = =
pi+qr=0+0=0=p

2. Fijado p € A, tenemos la siguiente biyeccion:

gop:A—>z R
¢ — pG=0

. . : —
Ademéds, como fijado p € A tenemos que ¢, es biyectiva y es constante en 0,

tenemos que 2 = {6)}

Definicién 1.2 (Traslacién). Dado un vector v € Z, definimos la traslacion segin
v de la siguiente forma:

ty: A — A
p —> p+v

Se tiene el siguiente resultado:
Proposicién 1.1. Las traslaciones son movimientos biyectivos.

Demostracion. Sea t, la traslacién a considerar.

Demostremos en primer lugar que es inyectiva. Sean P, @ € A tal que se cumple
que t,(P) = t,(Q). Entonces, P +v = @Q + v, por lo que P = @ y se tiene que es
inyectiva.

Veamos ahora que es sobreyectiva. VQ) € A, 3P € A tal que P+v = (@ definiendo
P como () — v. O
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Algunas propiedades que se deducen directamente de la definiciéon son:
1. tg =1Ida.

2. tyoty =ty oty = tyiw-

3. tyot_,=1Idy

4. {t,} .t es un grupo abeliano.

Definicién 1.3 (Centro de Gravedad). Sea A un espacio afin con Z Sea una familia
de puntos Py, ..., P, € A, con k € N. Definimos el centro de gravedad o baricentro
G € A como

k
1
G:0+E;OTDZ, VO € A

Veamos que la definicion no depende del punto O escogido. Escogemos ahora
O' € A en vez de O. Entonces:

k
> O

, , I\~57
—0+0-0 + kZ(Tﬁ E;

G=0+

wl»—‘
wl»—*

k
Z —0'+ 00+ij@>

Veamos el caso particular de £ = 2, que nos es de gran importancia por su
interpretacién geométrica.

Definicién 1.4 (Punto medio). Sea .4 un espacio afin. Entonces, dados dos puntos
p,q € A, se define el punto medio entre los puntos p y ¢ como el baricentro de dichos
puntos. Es decir,

1
+?@+@) Vae A
Usando a = p, 0 a = ¢, tenemos:

1 1
pq:p—i_ﬁ]ﬁ:q_}_aﬁ

Notemos que, en el caso de que A sea un espacio euclideo (se introducird en
el Tema 2), esta definicién concuerda con la idea intuitiva de punto medio, ya que

d(p, mpq) = d(q? mPQ)'
1.1. Subespacios afines

Definicién 1.5 (Subespacios afines). Sea .4 un espacio afin con Z espacio de di-
recciones. Un subconjunto S C .A diremos que es un subespacio afin de A si dp € A

y un subespacio vectorial tal que

S=p+?={p+v|v€?}

A ? lo llamaremos espacio de direcciones (o variedad de direcciones) de S

8
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Algunas propiedades de los subespacios afines son:
1. ?:{@| Qes}.

C) Sive ?, entonces definimos @) := P+wv € S. Por tanto, v = QQ— P = @,
con ) € 5.

D) Dado @ € S, tenemos que @ = P + P_Cﬁ € S, por lo que ]@ € ?

2. ?:{P1P2|P1,P2€S}

PP,—PP+PPeF

3. (Unicidad del espacio de direcciones) Consideramos F”, F” subespacios vecto-
riales de ? Entonces,

Q+F =P+ F'=S=F =F"
de ahi, que denotemos ? = ? y, por tanto,
S=p+ ?
Veamos el siguiente resultado de gran importancia, que nos permite trabajar con
los subespacios afines con las mismas propiedades que los espacios afines.

Proposiciéon 1.2. Sea A un espacio afin y sea S = p + ? un subespacio afin.
Entonces, S es un espacio afin.

Demostracion. Tenemos que todo punto de S se puede escribir como p + v con
v E ? Por tanto, se define 7 como:

-, SxS — 8
p+uv,p+w) — w—v

Veamos que cumple las propiedades de espacio afin:

. PO+ O — PR

Sean P=p+v, Q=p+w, R=p+ 2z € S. Entonces,

J@—l—@?zw—v—i—z—w:z—v:ﬁ

2. Fijado P =p+v € .9, tenemos la siguiente biyeccién:

©Yp : S — ?
Q=p+w — w-—v

Veamos que es inyectiva. Sean ()1 = p + w1, Qs = p + wy € S tal que
ep(Q1) = ¢p(Q2). Entonces, w; — v = wy — v, por lo que w; = ws y se
tiene que es inyectiva.

Veamos ahora que es sobreyectiva. Yw € ?, 3Q € S tal que pp(Q) = w
definiendo ) como p + w.
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]

Definicién 1.6. La dimensién de un espacio afin A es la dimensién de su variedad
de direcciones

dim A := dim j
A veces, lo notaremos como A", con n = dim A.

Algunos subespacios afines S C A con determinadas dimensiones tienen nombre
concreto, que son:

» dim S = 0: Punto.
= dim S = 1: Recta.
= dim S = 2: Plano.
s dim .S = dim A — 1: Hiperplano.
Proposiciéon 1.3. Dados P,Q € A, P # Q, tenemos que 31 recta r tal que P,Q € r.

Demostracion. El espacio de direcciones es T =L <J?C>2> Por tanto, tenemos que
existe una rectar = P+ L <I@>

Supongamos que existe otra recta ' = P + L(v). Como F@ € 7, entonces
podemos tomar L(v) = L (I?Cj), por lo que tienen la misma variedad de direcciones
y, por tanto, es la misma recta. ]

Operaciones con subespacios afines

Proposicién 1.4 (Interseccién). Sea A espacio afin. Consideramos {S;}ier una
familia de subespacios afines de A. Si () S; # 0, se tiene que () S; es un subespacio

iel iel
afin con variedad de direcciones
—
Ns:=N5
i€l iel

Demostracion. Como [ S; # 0, sea p € [ S;. Demostremos que () S; =p+ ) ?Z

i€l iel iel iel

C) Tomamos ¢q € [ S;, por lo que ]ﬁ €N ?Z Por tanto, queda demostrada esta
inclusién. ! !
D) Seaqgep+ ﬂi Entonces, ¢ = p+ v con v € ﬂi Por tanto, g € S;, Vi € I
y, por consliegluiente, q€)S:. <
iel

]

Definicién 1.7 (Suma afin). Sea A espacio afin. Consideramos S, T subespacios
afines. Llamamos suma afin de S y T (o subespacio afin generado por S y T,
denotado por S V T, al subespacio afin mas pequeno que contiene a S'y T.

10
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De la propia definicién se deduce la forma de calcularla:

['={F C A| F subespacio afin de A A (SUT) C F'}

ﬂF:S\/T

Fel

Ademas, S VT es un espacio afin ya que es una interseccion no vacia, ya que
(SuT)c (SvT).

Proposicién 1.5. Sea A espacio afin. Consideramos S, T subespacios afines dados
porS:p—i-?, T =q+ T. Tenemos que

SVT =p+ [L@)jtﬁjtﬂ
Demostracion. Definimos previamente X := p + [ﬁ (]ﬁ) -+ ? -+ ?} =p+ ? Vea-
mos que SVT = X.

C) Como Scr (p4) + K + T-X y p € S (y por tanto en X), tenemos que:

S:p+?Cp+?:X

Como T C L(p)) + ? + T X y ¢ € T (y por tanto en X), tenemos que:

T:q—l—?CquY:erY:X

Como S, T C X, entonces S VT C X por ser SV T el subespacio afin mas
pequeno que contiene a S y T

D) Veamos que?CS\/i.
ComoS,TCS\/T,entonces?,?CSvi,porloque?jL?CS\/i.

Ademds, como p,qg € SUT C SV T, tenemos que pg € SV T, por lo que
L{py c SVT.

Por tanto, Y cSvT. Ademas, como p € S, tenemos que p € SV T. Por
tanto, se tiene que X C SV T.

]

Notacién. Sea A un espacio afin, y consideramos qg,...,q. € A. Definimos el
subespacio afin generado por los puntos {¢;} como:

\/{%} = <QO7-'~an>

Proposicién 1.6. Sea A espacio afin. Consideramos S, T subespacios afines dados
porS:p—i—?, T =q+ T. Tenemos que

SﬂT#@@@E(?Jr?)

11
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Demostracion.

—) Sea py € SNT. Entonces, Dob € ? ym € ? Por tanto,
Ph=mb+mie(S+T)

<) Como pj € (? + ?), considerando u € ? yuE T tenemos que p§ = u + v.
Entonces, q:p+ﬁ=p+u+v. Entonces, g—v €Ty p+u € S, por lo que
g—v=p+uesSnT.

]

Corolario 1.6.1. Sea A espacio afin. Consideramos S, T subespacios afines. Se

tiene que
SV :?Jr?(:)SﬂT;&@

Teorema 1.7 (Dimensiones). Sea A espacio afin. Consideramos S, T subespacios
afines de A de dimension finita. Entonces, tenemos que:

» Si SNT #0, entonces,
dim (SVT)+dim(SNT)=dimS +dimT
» SiSNT =10, entonces,
dim(S v T) + dim (? N ?) — dim S + dim T + 1

Demostracion. Distinguimos para cada caso:

» Si SNT # (), entonces tenemos que es un subespacio afin. Adem4s,

dim(SNT) :dim(m> = dim (?ﬁ?) :dim?—kdim?—dim(?nL?)

=dim S + dim 7" — dim (S\/ Z) =dimS +dim7 —dim (S Vv T)

= Si SN T =0, entonces por la definicién de SV T, tenemos que:
dim(S v T) = dim (SVT) = dim (£ (7) + § + T ) =
:1+dim(§>+?) —di/mM
—1+dim S +dim T — dim (?m?)

=14+dimS +dim7 — dim (?ﬂ?)

donde hemos aplicado que £ (ﬁ) N <? + ?) = {0} por la Proposicién 1.6.

[]

Definicién 1.8. Sea A espacio afin. Consideramos S, T subespacios afines. Decimos
que S y T son secantes si tienen intersecciéon no nula:

12
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S y T son secantes <= SNT # ()

Definicién 1.9 (Paralelismo). Sea A espacio afin. Consideramos S, 7" subespacios
afines. Decimos que

S es paralelo a T <— ? C 7

Por doble inclusién, diremos que son S y T son paralelos, notado como S||T, si

ST e § =T

Notemos que si S paralelo a T y son secantes (S NT # @), entonces S C T.
Ademés, supuesto S NT # (), se tiene que S||T' < S =T.

y solo si ? =

Definicién 1.10. Sea A espacio afin. Consideramos S, T subespacios afines. Deci-
mos que S y T se cruzan si se dan a la vez las siguientes condiciones:

1. S no es paralelo a T,
2. T no es paralelo a S,
3. No son secantes (SNT = 0).

Definicién 1.11. Sea A espacio afin. Consideramos S,T subespacios afines. Deci-
mos que S y T son complementarios (o suplementarios) si y solo si:

A-TaT

Proposicién 1.8. Sea A espacio afin. Consideramos S, T subespacios afines dados
por S =p+ ?, T=q+ ? Si S y T son complementarios, entonces:

SVI=A N SNT={t}, te A

Demostracion. Calculamos en primer lugar la variedad de direcciones de la suma

afin:
SVT=L@)+ S+ T =L+ A=A

Por tanto, SVT =p + X = A. Veamos ahora el valor de la interseccion.

Como A = S + T, la Proposicién 1.6 nos asegura que SNT # (). Por la férmula
de dimensiones, tenemos que:

dim(SNT)=dimS +dim7T —dim (SV7T) =dim S +dim7 — dimA =
:dimﬁ—i—dim?—dimj :dim§+dim7—dim(§+?) =
= dimr S + A — dimr S — A +dim (S0 7T) =0

donde he aplicado que dim (? N ?) = 0 por ser X = ? @ 7 Por tanto, como

dim(S NT) = 0, tenemos que la interseccién es un punto. O

13
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1.2. Sistemas de referencias afines

Definicién 1.12. Sea A espacio afin, y consideramos k£ € N. Diremos que los puntos
{po,---,px}, con p; € A, son afinmente independientes si y solo si (pg, p1, .- .,Dk) €S
un subespacio afin de dimension k.

Proposicién 1.9. Sea A espacio afin, y consideramos k € N. Los puntos {po, . .., pr},
conp; € AVi=1,...,k, son afinmente independientes si y solo si se tiene que el
conjunto {popi, - .., PoPk} €s linealmente independiente.

Demostracion. Calculemos en primer lugar la suma afin de dichos puntos:

k
\/{Pz} = (po; - > k) = po+ LApopi} + - + L{Popi} = po + LA{Pop1, - - -, DoPk }
i=0

Demostramos ahora por doble implicacién:

—) Supongamos que {py,...,px} son afinmente independientes. Entonces:
dim (po, ..., pr) = dim{m,...,popk} =k

Por tanto, conjunto de vectores es linealmente independiente.

<) Supongamos que {popi, .., PoPk} es linealmente independiente, por lo que se
tiene dim {pop1, . .., popk} = k. Por tanto, dim (po, p1,...,px) = k, por lo que

los puntos {po, ..., pr} son afinmente independientes.
O

Notemos que no es relevante el orden para ser considerados afinmente indepen-
dientes aunque, como veremos en siguientes definiciones si sera relevante el orden.

Definicién 1.13. Sea A espacio afin. Si R = {po, ..., ps} es un conjunto de puntos
afinmente independientes, diremos que R es un sistema de referencia afin.

Por la Proposicion 1.9, dar un sistema de referencia afin es equivalente a dar un
punto py y una base B = {vy,...,v,} de Z, de forma que

R = {po,po +v1,p0 + v2,...,p0 +Vn} = {po, Br = {v1,...,vn}}

Diremos que pqg es el origen del sistema de referencia, y Bz es la base asociada al
sistema de referencia.

Fijado R = {po, Br}, tenemos que existe una biyeccién

f'RA—>Rn

¢ — Polise
Diremos que (x1,...,z,) son las coordenadas de ¢ en R, y lo notaremos de la
forma pr = (21, ...,,). Es importante notar que, como las coordenadas en Br son

unicas, las coordenadas de un punto en un sistema de referencia también son tinicas.

14
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Definicién 1.14. Sea R". Notamos como sistema de referencia usual de R" a:
Ro ={(0,...,0),B,}

donde B, denota la base usual.

Tenemos que, dado x = (z1,...,z,) € R", tenemos que:
%
0r =x = (21,...,2,) = T161 + ... Tpey

por tanto, las componentes de un punto de R" coinciden con sus coordenadas en el
sistema de referencia usual.

Proposiciéon 1.10. Sea R un sistema de referencia en un espacio afin A, con base
asociada B. Entonces,

1. (p+v)r =pr + vs, VpeA,ij.

2. (@)B = qr — PR, Vp,q € A.

Demostracion. Sea R = {ag, B} el sistema de referencia, con B = {vq,...,v,}.
Veamos cada apartado:

1. Por definiciéon de coordenadas en un sistema de referencia, se tiene que:

pr=(T1,...,2,) <= p=ag+x101 + -+ 10,
p+v)r=(21,...,2n) <= pt+v=ag+ 2101+ + 2,0,

Por definicion de las coordenadas en un espacio vectorial, tenemos que:

U= (Y1, -, Yn) <=V =1101 + - + YpUp

Por la igualdad triangular, tenemos que:
ao(erUS :fﬁﬂLp(pﬂLU;:@Jr(erv) —p=agh+v

Entonces:

ap(p + v§ = ap(ap + zyv1 + -+ + znvn§ =z + - + 2,0,

c@%—v:ao(ao%—xlvl+---~|—xnvn§+(y1v1~|—---+ynvn):
= (o1 + -+ 2000) + (101 + - Yntn) =
= (x1+y1)vl+"'+(xn+yn)vn

Como ag(p + Ui = c@ + v, por la unicidad de coordenadas de un vector en la
misma base, tenemos que ambos resultados son iguales. Por tanto, sumando
el origen,

ap+z101+- -+ 2,0, = ag+ (z1+y1) o1+ (X +Yn) v = (pF+0)r = Pr+UB

15
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2. Tenemos que (p + ]@)R =pr + 176}5 por el apartado anterior. Por tanto,
(PQ)g = Dls = (p+ Pl)x — Pr = 4= — DR

O

Veamos ahora como calcular las ecuaciones de un subespacio afin en un sistema
de referencia dado.
Sea A™ un espacio affn, y sea S un subespacio afin de A, con Bg = {wy, ..., ws}

base de ?, y elegimos py € S. Consideramos también R un sistema de referencia
de A. Tenemos que cualquier punto p € S es de la forma:

pzpo+)\1w1+---+)\kwk
PR = Dog + AMwig, + -+ Mwep,

Consideramos las coordenadas de pog = (c1,...,¢n) y los vectores de B en la
base Br como (w;)p, = (dyi,...,dy;) parai=1,... k.
Entonces, si escribo las coordenadas de pr como pr = (21, ...,x,), se obtienen

las llamadas ecuaciones paramétricas de S en el sistema de referencia R:

) o di1 diy,
= +a o
T, Cn dn1 dp;

Despejando los pardmetros y sustituyendo en el resto de ecuaciones, obtenemos
las ecuaciones implicitas (o cartesianas) de S en R:

an1ry + ... + A1p,Ty, = 11

An-k)1T1 + .. + Qu-knTn = Tn—k
Es importante notar que habra n — k ecuaciones.

Ejemplo. Sea R un sistema de referencia en R? con origen en ag = (1,0) y base

B = {(17 1)’ (_2’ 2)}
Calculamos las ecuaciones de la recta afin que pasa por el punto (1,1) y tiene
vector director el (1,0).

Si p € S es un punto arbitrario de la recta, sean sus coordenadas pr = (z,y).
Entonces p = (1,1) + A\(1,0), por lo que:

(), (),

Calculamos las coordenadas que me faltan. Sea (1,1)gr = (¢, ¢2). Entonces:

—_

0261—262:>61:§
(1,1) = (1,0) + c1(1,1) + c2(—2,2) =

1
1201+202:>C2:4_1
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11

Entonces, (1,1)g = (5, Z) Sea (1,0)g = (di1,d12). Entonces:

1
1 =dy —2d1s = dia = 1

(1, 0) = dn(l, 1) + dlg(—Q, 2) —
1
O:d11+2d12:>d11 25

2" 4

m= ()= i) ()

Para obtener las ecuaciones cartesianas, tenemos que:

Entonces, (1,0)5 = (— ——), por lo que sus ecuaciones paramétricas son:

1 1
——f A= A=2r—1
X 2—1— 5 X
_ ! A 1:>)\— 4y +1
y—4 4 = Y

Igualando los valores de A, obtenemos la ecuacion implicita de la recta en el sistema
de referencia R:

2t —1=-dy+1l =2 +4y=2=ao+2y=1

1.2.1. Cambio de sistema de referencia

Consideramos dos sistemas de referencia, R = {ag,B} y R’ = {a(, B’} en un
espacio afin A™. Entonces, si p € A, podemos considerar

{pR = (21,...,7)

Pr = (yla"'ayn>

Si p = ag + Gop, tenemos que prr = agrs + ((ﬁn)g/.
Sea la matriz de cambio de base de B a B’ la siguiente:

aiy ... Qip
A=M(B,B) =
Ap1 .. Qpp
Entonces, si llamamos agr/ = (by,. .., b,), entonces,
hn b1 aip ... Qin T
= +
Yn bn Ap1 ... Qpn Tn

1 1] o0 0 1
n _ by | a Q1n T
Yn bn an1 (07979 Tn
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1.3. Aplicaciones afines

Definicién 1.15. Sean A, A’ dos espacios afines. Diremos que f : A — A’ es una
aplicacién afin si Jda € A tal que

ﬁ): Z — X’
i — fla)f(d)

es una aplicacion lineal.

~

%A

‘jpf(a)
—

!/

A
@ah
v 7
— A
Figura 1.1: Diagrama conmutativo de una aplicacion lineal.
Veamos que la aplicacion lineal asociada a una aplicaciéon afin no depende del

punto a € A dado:

Proposicion 1.11. Sean A, A’ dos espacios afines, y sea f : A — A" una aplicacion
afin. Entonces:

T —F WheA

Demostracion. Supongamos que Ja € A tal que

ﬁ): X — .X’
i — f(a)f(d)

es una aplicacién lineal. Entonces, Vb € A,

o (o) = F0)F () = F0) faS+F(a) f(2) = — T (ab)+Fo (@) = Fo(at—ab) = fi(bx)
]

- =
Como el resultado anterior es cierto para todo b € A, tenemos que ? =fo=/fo.
Notamos entonces ? como la aplicacion lineal asociada a f.

Corolario 1.11.1. Sean A, A’ dos espacios afines, y sea f : A — A" una aplicacion
afin. Entonces, se tienen:

{ T@) = f@f) Veyea
f

(p+v) = f(p)+?(v) ‘v’pE.A,vej

Demostracion. El primer resultado es evidente. Para el segundo, tenemos que:

T =7 (po+0)) = F0 S+ )= fp+v)— fr) e A ved
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Definicién 1.16 (Afinidad). Una aplicacién afin f : A — A’ se dice que es una
afinidad si f es biyectiva.

Ejemplo. Algunos ejemplos de aplicaciones afines son:
1. Idy, con aplicacion lineal asociada Id—

2. Sea S un iubespacm afin de A. Entonces, ig : S — A aplicacién inclusion es
afin, con ig = iz, monomorfismo inclusién.

3. Las aplicaciones constantes f, : A — A’, donde f,(p) = ¢ para todo p € A.
%

Tenemos que f, = 0 aplicacién lineal nula (constante en 0). Esto se ve debido

a que:
T o) = Fo)f) =z =0

4. Sean V.V’ son espacios vectoriales (que por consiguiente también tienen es-
tructura de espacio afin). Si f : V' — V' es una aplicacién lineal, entonces es

afin con f = f.

5. p es una aplicacion afin, con QF; = Id—. Veamoslo:
AU = e henla) = 07 = P~ 0 = o = Id4(p0)

6. Fijado vy € j, tenemos que la traslacién ¢, es una aplicacion afin.

Su aplicacién lineal asociada es la identidad en 2, ya que:

vom (p + vo)( Q+UO§ ﬁ—]djﬁ

Teorema 1.12. Sean A, A’ dos espacios afines, y consideramos f,g : A — A
aplicaciones afines. Entonces:

f=ge=TF=7 A 3acAlf@)=gl)
Demostracion. Demostramos por doble implicacion:
—) Trivialmente por ser f = g.

<) Sea a € A el punto en el que f(a) = g(a). Consideramos el punto ¢ € A tal
que ¢ =a + @. Entonces:

F(q) = f(a) + T (@) = g(a) + 7 @) = g(q)

]

Respecto a la figura 1.1, se puede ampliar con las aplicaciones inversas de ¢, ya
que por definicién esta es biyectiva.
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Figura 1.2: Diagrama conmutativo de una aplicacién lineal con inversas.

Tenemos por tanto el siguiente resultado, directo de la definicién de aplicacién
afin:

Proposicion 1.13. Sean A, A" dos espacios afines, y consideramos f : A — A’
aplicacion afin. Entonces:

f inyectiva (sobreyectiva, biyectiva) < ? inyectiva (sobreyectiva, biyectiva).

Demostracion. En la figura 1.2 vemos claro que f = (¢f@) ' © ? 0 (g, con ambas
©a, (Pf(a)) " biyectivas. Entonces, tenemos directamente el resultado. O]

Entonces, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.14. Sean A, A’', A” tres espacios afines, y consideramos las aplica-
ciones afines f: A— A g: A — A".
. e s —>
Entonces, go f: A— A" es una aplicacion afin con go f = ¢ o 7

A LY ca—

©Ya Pt(a) Pgof)(a)

z ? >.Z>/ El >¢7

Figura 1.3: Diagrama conmutativo de la composicién de aplicaciones lineales.

Corolario 1.14.1. Sean A, A" dos espacios afines, y consideramos f : A — A’
aplicacion afin biyectiva, con f~': A" — A su inversa. Entonces f~' es afin, con

A

Demostracion. Como f~1 es la inversa de f, tenemos que f~'o f = Idy, y por
— —

tanto, f~1o 7 = Id~, por lo que f~' = 7_1. O

Corolario 1.14.2. Sean A, A’ espacios afines, y consideramos S subespacio afin

de A. Sea f: A— A" aplicacion afin.
Entonces, f(S) es un subespacio afin de A’, con (Sb = ? (?)

Demostracion. Esto se debe a que f(S) = f‘s = f oig, con ambas aplicaciones

afines. Entonces, como la composicion de aplicaciones afines es afin, tenemos que

Gy i S (S
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Corolario 1.14.3. Sean A, A’ espacios afines, y consideramos S’ subespacio afin
de A'. Sea f: A— A aplicacion afin.
Si f7H(S") # 0, entonces, f~H(S") es un subespacio afin de A, con

S =77(S)

1.3.1. Determinaciéon de una aplicacion afin

Veamos en primer lugar que una aplicacion afin la podemos definir mediante las
imagenes de los puntos que forman un sistema de referencia:

Teorema 1.15 (Fundamental de la Geometria Afin). Sean A", A’ espacios afines.
Dado R = {po,...,pn} sistema de referencia en A y {qo,...,q.} puntos de A,
tenemos que 31 f aplicacion afin tal que:

f: A — A
Di > ¢ Vi=0,...,n
Demostracion. Como B = {pop1i,...,popr} €s una base de X, y sabemos que una

aplicacion lineal viene determinada por las iméagenes de los elementos de la base,

tenemos que:
_>
31?1 j — A/
PP, — Qo Vi=0,...,n

Definimos la aplicacion f tal que f(p) = qo + 7 (ﬁ) Veamos que cumple la
condicién pedida:

: —
» Para i =0, tenemos que f(po) = qo + 7(?) =qo+ 0’ = qo.

» Parai=1,...,n, tenemos que f(p;) = qo + ?(@Hﬁi) = g0 + God; = G-

Veamos ahora que f es afin, con aplicacion lineal asociada )f . Como 7 es una

aplicacién lineal, tan solo falta demostrar que ?(@) = f(p)f(q

FO(@ = Fla) = f0) = g5+ T o) — s — T (o) 2 T (oot — od) = 1 (B0)

donde en (x) he aplicado que 7 es una aplicacion lineal. Por tanto, la existencia
estd demostrada.
Demostremos ahora la unicidad. Sea g : A — A’ otra aplicacién afin que cumple

la misma condicién. Entonces, comprobemos que las imagenes de f y ? coinciden
para los elementos de la base B:

T BoB) = 9po)g () = @, = f Gopl)  Vi=1,....n

Por tanto, como coinciden las imédgenes para los elementos de la base, tenemos que
7 = 7 Ademsds, Vi = 0,...,n se tiene que f(p;) = ¢ = g(p;). Entonces, por el
teorema 1.12, tenemos que f = ¢, y queda demostrada la unicidad. O
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Veamos ahora como podemos expresar una aplicacién afin en funcion de los sis-
temas de referencia. Sean A, A’ dos espacios afines con sistemas de referencia dados

por R = {po,...,pn} = {p0, B}, R' ={qo,--.,qn} = {q, B'} respectivamente. En-

tonces, dado ¢ = po + pog € A, se tiene que f(q) = f(po) + 7(@) Entonces, en los
sistemas de referencia, tenemos:

flahe = fpo)r+ T @l = Foo)r+M (78,8 (Gob)s = feor+M (. B.B) ax

Matricialmente, se tendria que:

(f@w):<f@m/M(£&H)><;)

Sean f(q)r = (Y1, Ym), f(Po)rr = (b1, ., bm), qr = (21, ..., x,) y, por ulti-
mo, sean f (v;)p = 7 (M)B/ = (a4, ..., am;). Entonces, tenemos que la ecuacién
anterior se expresa matricialmente como:

Y1 by a1; ... Qin T

Ym bm Am1 - - Amn T,

Equivalentemente, podemos expresarlo como:

1 1|0 0 1
U1 _ by | a1 ... ai, T
Ym bm am1 - -- Amn Ty,

Notamos M (f,R,R’) a dicha matriz:

1|0 0

a A1p

M(FRR)=| |V 1
b | Q1 oo Qmn

Con esa notacion, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.16. Sean f: A —> A" yg: A — A" dos aplicaciones afines, y sean
R, R, R" tres sistemas de referencia en A, A" y A", respectivamente. Se tiene que:

M(gOf,R,RN) :M(97R/7R”)'M(f7R7R/)

Demostracion. Sean las matrices implicadas en el teorema las siguientes:

1|0 ) MR [— |
9(po)rr | M (g, B',B") T fpo)r:

22
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Entonces:

M(g, R\ R") - M(f, R, R) =

_ ! | 0 _
‘(mmw+wzﬁﬂw< M(d.B.B")- 783>‘

_ ! \
_<mmw+M736“ 7'7BW>

Veamos la caja inferior izquierda, que es la que difiere de la matriz buscada:

gl )rr + M (G, B, B") f(po)rr = g(0b)rr + M (g, B, B")pf(po)sr =
_
= g(po) =+ (9(Pp)g(f(po)))sr = glpsyrr + (90 f)(po)rr — 9lps)mr = (9o f)(po)r~

Por tanto:
1
M(g,R',R")-M(f,R,R) = = M(gof, R, R"
( PMURR) = (oo ( )
Por tanto, se tiene lo pedido. O]

Proposicion 1.17. Sea A" un espacio afin, y consideramos la identidad en A. Sea
también R un sistema de referencia en A. Entonces,

M(Idg, R, R) = Idyis

Demostracion. Tenemos que M([dj, B) = Id,. Ademas, tenemos que f(po) = po =
Or. Por tanto,

M(Ida,R,R) = ( é [0 ) = Id,

]

Corolario 1.17.1. Sea f: A — A" una aplicacion afin, y sea R y R’ dos sistemas
de referencia en A y A’, respectivamente. Se tiene que:

M(f ' R,R)=M(f,R,R)™*
Demostracion. Por lo visto hasta el momento, tenemos que:
M(fRUR)-M(f,R,R)=M(f "o f,R,R) = M(Ids,R,R) = Idn1
Por tanto, como el resultado de la multiplicacion es la identidad, tenemos que:
M(f ', R, R)=M(f,R,R)*
O

Corolario 1.17.2. Sea f : A — A" una aplicacion afin, y sean R, Ry dos sistemas
de referencia en A y R, R, dos sistemas de referencia en A’. Se tiene que:

M(f7R27R/2) - M([dA’7R/17R/2) ’ M(.fa Rlvnll) . M(IdA7R27R1)
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Demostracion. Usando el teorema anterior, tenemos que:
M(IdA’7R/17R/2) ’ M(fa RhR/l) ’ M(IdA7R27R1) =
=M(Idu, R}, Ry) - M(folds,Re,Ry) = M(Ida, Ry, RS) - M(f, Re, RY) =
= M(Id_A/ ©) f,RQ,RIQ) = M(f7R27R/2)
O

Ejemplo. Sea el espacio afin R?, y consideramos el plano afin dado por la ecuacién
m=x+y— 2= 1. Hallar la aplicacién afin f : R — R? tal que f(0,0,0) = (1,1,0)
y f(p)=p, Vpem.

Tenemos que 7 = z + y — 2z = 0. Tomemos como los dos primeros vectores del
sistema de referencia dos vectores linealmente independientes del plano:

v = (1,-1,0) ve = (1,0,1)

Para obtener una base, tenemos que nos falta un vector. Notemos ¢ = (0,0, 0),
y sea py = (%, %,O) € m, y tenemos que vy = jﬁ =q—py= (—%, —%,O). Entonces,
tomando el sistema de coordenadas R = {po, p1,p2, ¢} = {po, B = {v1,v9,v3}}, se

tiene que por = (0,0,0). Ademds, tenemos que:

—

Tw) =T @r) = Teo)f o) Lpopi=vi Vi=1,2

donde en (x) he aplicado que vy, vy € T, por lo que pg, p1,p2 € ™. Ademas,

7 wa) = 7 ) = Flow 70} = @) = F@)-m = (11,0~ (5,5.0) = (5:3.0) = -

Por tanto, tenemos que la matriz que describe 7 es:

0
0

1
M(f.BB) =0
0 —1

S = O

Como f(po) = po, tenemos que f(po)r = (0,0,0). Por tanto,

1[00 0
0/10 0
0/0 0 —1
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Buscamos ahora expresarlo en el sistema de referencia canénico Ry. Tenemos

que f(0,0,0) = (1,1,0). Buscamos ahora M(?,BH,BU). Esta es:

M(T B, B,) = M(B,B,) - M(],B,B) - M(B,, B) =

-1

1 1 -1 1 0 0 1 1 -1
= -1 0 -1)2 01 O -1 0 -1/ =
1 0 00 -1 0 1 0
-1 1
= -1 0 1
0 0 1
Por tanto,
1[0 0 0
110 —-11
01 0 0 1

1.3.2. Aplicaciones afines notables

Estas son las traslaciones, homotecias, proyecciones y simetrias. Para clasificar-
las, se emplea la nocion de punto fijo, descrita a continuacion.

Definicién 1.17 (Punto fijo). Sea A un espacio afin, y consideramos f : A — A
una aplicacién afin. Decimos que p € A es un punto fijo de f si y solo si f(p) = p.
También decimos que f deja invariante a p.

Denotamos por P; al conjunto de puntos fijos de f:
Pr={peA| flp)=p}CA

Traslaciones

Recordamos que estan descritas en la Definicién 1.2.

Veamos este teorema, que es la generalizacién de un resultado de gran utilidad
que veremos mas adelante.

Teorema 1.18. Sean A, A’ espacios afines, y consideramos f,qg : A — A" aplica-
ciones afines. Entonces:

_>
Jup € A | f=tyoges f =7

%
Ademds, en ese caso vy = g(p)f(p; e A" para todo p € A (el vector v no depende
depe A).

Demostracion.
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<) Sea vy = (p)f(p) Vp € A’. Veamos que no depende del valor de p:

g() f(p) = 9@ f(Y) = f) — 9(p) = F) — 9(p) =

\

= TOT0) = 90)9®) = TWp) = TWp) <> v'p=pp

lo cual es cierto para todo p,}ie A. Ademés, en () he aplicado que ? =7.
Por tanto, tenemos que vy € A’ no depende del valor de p escogido.

Veamos que f =t,,0g:

(twy © 9)(P) = tw,(9(p)) = g(p) +vo = g(p) + 9(p) f( ) = flp) Vped

—>) Se tiene que:
f=tnog=inogd=Idgoqd =7
Veamos ahora el valor de vy. Tenemos que f(p) = t,,(9(p)) = g(p) + vo, por lo
que v = f(p) — g(p) = 9(p)f (p).
[

En el teorema anterior, tomando g = Idy4, tenemos el siguiente resultado, que
nos es de gran utilidad para caracterizar las traslaciones.

Corolario 1.18.1. Sea A un espacio afin, y [ : A — A una aplicacion. Entonces:
Elvgez | f =ty < [ es afin /\?:Idz
Ademds, en ese caso vy = m € Z para todo p € A (el vector v no depende
depeA).
Ademas, es importante notar que:
P, #0 <= v = 0.

Un aspecto importante de las traslaciones es que llevan rectas en rectas paralelas.
Esto se puede ver en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.19. Sea A un espacio afin, y f : A — A una traslacion afin segin
el vector vg € A. Entonces, f lleva rectas en rectas paralelas. Es decir,

f(RIIR VRcCA

Demostracion. Sea R = p + ﬁ C A una recta. Entonces, como ? = Id, tenemos
que:

J(R) = f(p+ B) = f(p) + F(B)=p+ oo+ d(H)=p + R
Por tanto, f(R)|R. O

Respecto a la composicién de traslaciones, tenemos el siguiente resultado, de
demostracion inmediata.

Proposicién 1.20. Sean f,g : A — A dos traslaciones afines segin los vectores
vo, V1 € A, respectivamente. Entonces, se tiene que:

f cg= tvo+v1

Como la suma en j es conmutativa, tenemos que fog=go f.
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Homotecias afines

Definicién 1.18 (Homotecia afin). Sea A un espacio afin. Definimos la homotecia
afin de centro o € A y razén (o radio) k € R, como:

HO’kI A — A
p —> O+l€-@

Observacion. A menudo, se establece la condicién de que k # 0, 1, ya que son casos
particulares.

» En el caso de k = 1, tenemos que H,; = Id 4.
» En el caso de k = 0, tenemos que H,( = o aplicacién constante en o.

El siguiente resultado se estudia para valores de k # 0,1, ya que como hemos
visto, estos son casos particulares que ya conocemos.

Proposicién 1.21. Sea A un espacio afin, y f : A — A una aplicacion. Entonces,
dado k € R\ {0, 1}, tenemos:

doe A| f=H,p < [ es afin /\?:lddj

Ademds, el unico punto fijo de f es su centro o € A, que cumple que

o=p+ ﬁm Vpe A
Demostracion.
—) En primer lugar, tenemos que:
Hou(0)=0+k0 =0 VkeR

Veamos cudl es su aplicacion lineal asociada:

ff,; (0p) = Hoi(0)Hy o (p) = 0Hoi(p) = 0+ kop — 0 = kop = kil (op)

Por tanto, tenemos que H,, es una aplicaciéon afin con aplicacién afin asociada

la identidad de razon k, k1.
Veamos ahora que el centro cumple dicha expresion:

1

1
A f(p =p+m[f(p)—p] =p+

1—-k 1—-k

<) Seao=p+ ﬁ -pf(p; e A Vp e A. Veamos que o no depende del valor de p
dado. Sea p’ € A. Entonces:

TRy R LSy ) (PN

P i) = P
L D) —pf)  f) P — fp)+p p—p’—f(p’)f(ps B
—=p-p = = = =

1—k 1—k 1—k
— — —

@p’p—7(p’p):p’p—k-p’p:ﬁ: o
T T pPp=p—p

lo+kap—p] = pt——[(1—k)(0—p)] = 0
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donde en (x) he aplicado el valor de ? Veamos que f(0) = o, es decir, que o
es un punto fijo de f:

flo)=f(p) + le; T oro) = fi) + ﬁ ke pf(p) = (1- k)f(pl)j:f(p) —kp _

fo)—kp _ fl)—kp+p—p [flo)—p+(1—Fkp 1
1

“r -y 1k =p+_pflp)=o

Veamos ahora que f es una homotecia. Sea p € A. Tenemos que p = 0 + @.
) = 1(0) + (@) = 0+ kih = Horp) ~ Wp € A

Por tanto, tenemos que Jo € A tal que f = H,.

Veamos ahora que el tnico punto fijo es el centro:
fp)=p<=o+kop=p<o+kp—ko=p<= (1—-klo=(1—-kjp<=p=o
m

Por tanto, hemos demostrado que una homotecia de razén k # 0, 1 tan solo tiene
un punto fijo, que es su centro.

Definicién 1.19 (Simetria central). Dado un espacio afin A, y un punto o € A,
definimos la simetria central de centro o como la homotecia de centro o y razén —1,
H, ;.

Para la siguiente caracterizacion, usaremos la definicion de punto medio, dada
en la Definicion 1.4.

Proposicion 1.22. Sea A un espacio afin, y f : A — A una aplicacion. Entonces,
equivalen:

1. f es una simetria central.
2. f esafiny 7 = —Id.
3. E|0€A|mpf(p):0 Vp e A.

Demostracion. La equivalencia entre 1) y 2) se ha demostrado ya, ya que una si-
metria central es una homotecia de razén —1. Veamos ahora la equivalencia entre

1) y 3). Como mypp) = 0+ % (@ —|—pf(p;>, tenemos que:

Joe Al mypp)y =0 Vpe A=

= JocA|dprof() =10 Wpede
—Joc Al flp)=0o—0p pe A<= f=H, 4

[]
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Al igual que con las traslaciones, las homotecias llevan rectas en rectas paralelas.
Esto se puede ver en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.23. Sea A un espacio afin, y Hyp : A — A una homotecia afin
de centro o € A y razon k € R. Entonces, H, lleva rectas en rectas paralelas. Es
decir,

Hyn(R)|JR VRCA

Demostracion. Sea R =p+ ﬁ C A una recta. Entonces, como ? =k Id, tenemos
que:

F(R) = fp+ B) = fp) + T (B) = f(p) + k 1A(B) 2 f(p) + R

donde en (x) he aplicado que ﬁ es cerrado para producto por escalares. Por tanto,
FR)|R. O

Respecto a la composicién de homotecias, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 1.24. Sean f,g: A — A dos homotecias afines de razones ki, ky € R,
respectivamente y ambas de centro o € A. Entonces, se tiene que:

f o g = Ho,kl-kg

Demostracion. Sea p € A. Entonces, tenemos que:

Flg(p) = f(o+ kadD) = 0+ kro(g(p)} = 0+ ku(g(p) — 0) =
=0+ k1<¢ + k2@ - ¢) =0+ kleO? - HO,k1k2(p) O

Notemos que, como la multiplicaciéon de niimeros reales es conmutativa, tenemos
que fog=gof.

Definicién 1.20. Una aplicacion afin se dice que es una dilatacién si y solo si es
una homotecia o una traslacion.

Proyecciones y Simetrias

Notacion. Antes de presentar las proyecciones y las simetrias en el espacio afin,
recordamos como las notamos en el caso de espacios vectoriales.

Sea V' un espacio vectorial, y consideramos U ,W C V subespacios vectoriales
de 7 tal que 7 = U @& W. La proyeccion sobre 7 se nota por 7y, mientras que la

simetria sobre ﬁ se nota por og.

Definicién 1.21 (Proyeccién). Sea A un espacio afin, y sean S, T' subespacios afines
complementarios de A. Entonces, por la Proposicién 1.8, tenemos que SNT = {py}.
Entonces, definimos la proyeccién afin en S paralela a T' como:

msr: A — S
g — po+mg 7 (Pod)
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Figura 1.4: Representacion grafica de la proyeccion afin.

Respecto a las proyecciones, tenemos los siguientes resultados:

Proposicion 1.25. Sea A un espacio afin, y sean S,T subespacios afines comple-
mentarios de A. Entonces:

1. mgr: A— S es una aplicacion afin, con %E? =723
2. Pﬂ'S,T = [m(ﬂ-S,T) =S5.
3. mgromsr = wsr (idempotencia).

4. qu,T(q; € T Vg € A.

Demostracion. Demostramos cada resultado por separado:

1. Veamos que la dada es la aplicacién lineal asociada:

5 () = mr(P)msir (@) = (po + 7 7 (0D)) (Po + 73 7 (o)) =
= 13 7(p0) — 73 7(pop) = 73 (D)

donde he empleado que las proyecciones vectoriales son aplicaciones lineales.

2. Veamos los puntos fijos de las proyecciones:

ms1(q) = ¢ <= potmg 7 (Pod) = q == g 7 (Fol) = ol == Poh € S <= q €S
donde he aplicado que los vectores propios de Tg 7 con valor propio 1 son los
vectores de ?

3. Tenemos que mgr(q) € S para todo ¢ € A. Por tanto, es un punto fijo, por lo

que:
(ms,r o msr)(q) = msr(msr(q)) = msr(q) Vge A

4. Tenemos que:

\

ams(a) = a(po + 73 7 (o)) = @B + 7 7 (o) = — ol + 7 7 (o)

Como sabemos que po§ = T3 7 (]ﬁ) + 7r77§>(1ﬁ), tenemos que
457 (q) = —mz 2 (Pod) € T
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]

Definicién 1.22 (Simetria afin). Sea A un espacio afin, y sean S,7T subespacios
afines complementarios de A. Entonces, por la Proposicién 1.8, tenemos que SNT =
{po}. Entonces, definimos la simetria (o reflexién) afin en S paralela a 7' como:

os7: A — A

¢ — po+ogz (Pod) = po+7g 7 (Pod) — 77 3 (Pod)

T
q
(%1 //,/4
= /////’ /fl_}‘l
g Po L= ///7TS,T<Q>
7 _Ul
&/
US,T(Q)

Figura 1.5: Representacion gréafica de la simetria afin.

Respecto a las simetrias, tenemos el primer resultado, de gran importancia a la
hora de los ejercicios practicos.

Proposicién 1.26. Sea A un espacio afin, y sean S, T subespacios afines comple-
mentarios de A. Entonces:

My osrp) = Ts(p) VP EA
En particular, my o4 . € S para todo p € A.

Demostracion. Sea {po} = S NT. Entonces, para todo p € A, tenemos que:

Mp os5.r(p) = Po+ % (W +p005,T(p3> =Ppo+ % (1@ —ps+po+ 0?,?(19019)) (;)

* ].
@ po + 5 (z@ + 27 7(pop) — ﬁ) = po + g 7(pop) = Ts7(p)

donde en (*) he aplicado que o3 =(pop) = 272 = (pop) — Pob, como se demostré en
Geometria II.
En concreto, como Im(msr) = S, tenemos my, o4, € S para todop € A. [

Ademas, tenemos los siguientes resultados:

Proposicion 1.27. Sea A un espacio afin, y sean S,T subespacios afines comple-
mentarios de A. Entonces:

1. osr: A— A es una aplicacion afin, con o5 = 03 7.
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2. Pogr = 5.
3. osroogr = 1da (involucion).
Demostracion. Demostramos cada resultado por separado:

1. Veamos que la dada es la aplicacién lineal asociada:

\

551 (PG) = os7(p)osr(a) = (o + 05 7 (Do) (po + 02 7 (Pol)) =
= 03 7(p0) — 0z 7(pop) = 0z 7(P0)

donde he empleado que las simetrias vectoriales son aplicaciones lineales.

2. Veamos los puntos fijos de las simetrias:

os7(q) = q <= po+oz (o) = ¢ <= 02 2(Pol) = Pol <= Pod € S e=qges

donde he aplicado que los vectores propios de oz 7 con valor propio 1 son los
vectores de ?

3. En primer lugar, tenemos que osroosr =0gzoogz = ld.
Ademés, Ja € A tal que ogr(a) = Ida(a) = a, ya que g tiene puntos fijos.
Por tanto, por el Teorema 1.12, se tiene.

O

Respecto a las simetrias, hay un caso particular, que es el de las simetrias respecto
de un punto. En este caso, tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.28. Sea A un espacio afin, y sea o € A un punto. Entonces, se
tiene:
0o = Ho,—l

Es decir, la simetria respecto de un punto es una simetria central respecto de dicho
punto.

. -
Demostracion. Tenemos que 0,(0) = 0. Ademas, como @ = { 0 }, tenemos que

@L = A. Por tanto, ot = —Id~. Por el Teorema 1.12, tenemos que 0, = H, 1.
O

1.4. Teoremas de Pappus y Desargues Afines

En esta seccion, veremos dos teoremas que nos seran de gran utilidad para resol-
ver ejercicios practicos. Estos son el Teorema de Pappus y el Teorema de Desargues.

Notacion. Sea A un espacio afin, y sean p,q € A dos puntos distintos. Entonces,
se denota la recta que pasa por p,q como:

qu={p+tﬁ|t€R}
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Teorema 1.29 ((afin) de Pappus). Sea A un plano afin, y sean Ry, Ry dos rectas
afines distintas de A. Consideramos ay,by,c; € Ri\R1NRy, y as,bs, co € Ro\ R1NRs.

Entonces:
Rale HRa2b1

A = Ra102 ||Razc1
Rb162 “ Rb261

Demostracion. Distinguimos entre si las rectas son paralelas o no:

1. Rectas secantes, Ry | Ra:

Ralcg Ra1b2 Ragcl Ra2b1

Figura 1.6: Representacién grafica del Teorema de Pappus para Ry f|Rs.

Sea {O} = R; N Ry. Consideramos la homotecia hy de centro O y que lleva
a; — by. Consideramos también la homotecia hy de centro O y que lleva
bl = Cq.

Como una traslacion lleva rectas en rectas paralelas, tenemos que:

Ra1b2 ||R¢12b1 Rb102 ”Rb2C1
VAN — ]’Ll(b2> = Qo VAN - hQ(CQ) = by
hl(CL1> = b1 hQ(bl) =

Por tanto, tenemos que:

h1 h2
ap ¢ > by > C1

h1
Co > by > Qo

Es decir, (ha o hy)(a1) = ¢1 y (hy o hy)(ca) = ay. Como hg o hy = hy o hy, sea h
dicha homotecia de centro O. Entonces, tenemos que:

—

h (@ics) = h(a)h(c2) = cras
=k-acs
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— —
Por tanto, tenemos que Ry, = E{a—lc_g} = E{k-cﬁc_%} = E{cTa_%} = R4, Por

tanto, Ry, e, || Rejas-

2. Rectas paralelas, Ri| Rs:

N
b R(I,le

Ralcz

Ralbz RCL201
Figura 1.7: Representacién grafica del Teorema de Pappus para Ry || Rs.

—
Considﬂmos la traslaciéon t; segin el vector a;b; y la traslacién t, segin el
vector byc;. Notemos que, como R || Ry, ambas rectas quedan fijas por ¢ y ts.

Como una homotecia lleva rectas en rectas paralelas, tenemos que:

Ralbz ||Ra2b1

Rb1 c2 | | Rb2C1

VAN - tl(b2> = Qo AN - tQ(CQ) = by
tl(al) = b1 t2<b1) =
Por tanto, tenemos que:
ap — s — 2
Co 2, by + b, as

Es decir, (tyoty)(a1) = ¢1 y (t10ta)(ca) = ag. Como ty oty =ty oty, sea t dicha
traslacion segun el vector a;b; 4+ bic; = aici. Entonces, tenemos que:

%
t (CTCS) = t(a1)t(c) = 1k

= a1C2

— ; ) —
Por tanto, tenemos que R,., = L{aics} = L{cia5} = R, Por tanto,
Rayc, || Reyas - O]

Graficamente, el Teorema de Pappus se puede ver en el siguiente applet de Geo-
gebra: https://www.geogebra.org/m/dd5s4dmgc.

34


https://www.geogebra.org/m/dd5s4mgc

Geometria 111 1. El Espacio Afin

Teorema 1.30 ((afin) de Desargues). Sea A un espacio afin y sean Ty = {ay, b1, c1}
Ty = {az, by, ca} dos tridngulos de A. Si los tridngulos no tienen vértices comunes y
sus lados son paralelos dos a dos (es decir, Ry, ||Rasbss Rayerl|Rases Y Rojey || Roses )
entonces las tres rectas Ra ay, Rby Y Reye, SON, 0 bien paralelas, o bien secantes en
el mismo punto.

(a) Rectas secantes. (b) Rectas paralelas.

Figura 1.8: Representacion grafica del Teorema de Desargues.

Demostracion. Consideramos en primer lugar la traslacion segun el vector ajaj, que
como los tridangulos no tienen vértices comunes, no es nulo. Sea esta traslacion t4.

— — . ,
Como Ry,p, || Rasp,, tenemos que asby = Aayby, para cierto A € R. Ademads, como
as # by, tenemos que A # 0. Consideramos la homotecia de centro ay y razén A,
notada por H, .

Sea ahora la aplicacion f = H,, \ o tza, que sabemos que es afin con lineal
sociada:

7 = Hypaoto = Mdold=\d

ajaj

Por tanto, f es una dilatacién, por lo que transforma rectas en rectas paralelas.
Notemos ademés que:

flar) = Hop\(tazaz(ar)) = Hay 2 (a2) = as

F(01) = Hayp(trzzs (b1)) = Hap (b +@535) = > + A (a5 (b + maah) ) =
_a2+>\(lﬁ+aT¢LE) :a2+A<c?ln>+ch<72) =
:a2+AEIZ@a2+£IZ:b2

fla) =co

donde en (%) hemos usado que )\crbl) = c;b; . Veamos ahora por qué f(c;) = co.

Partiendo de que f lleva rectas en rectas paralelas, como Ry, || Rase, ¥ f(a1) =
as, tenemos que f(c1) € Raye,- Anadlogamente, como Ry, ., || Roye, ¥ f(b1) = b, tene-
mos que f(c1) € Rp,e,. Por tanto,

f(cl) € }%ama rw}%@ﬂa gg {62}
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donde en (x) hemos usado que, como ay # by por ser un tridngulo, Raye, v Riyey, =
{c2} no son coincidentes.
En resumen, hemos visto que:

flar) = az f(b1) = by fle1) = ¢
Distinguimos ahora segin los valores de A\ € R*:
= A = 1. En este caso, f es una traslacién segiin un vector v € j Tenemos que:

fla) =as =a1+v= v =aja3

—
f(bl):bQZbl+U:>’U:blb2
f(01)202201+U:>’0201—02>

Por tanto, tenemos que:

\

Ra1a2 = Rblb; = RCICQ = E{’U}

Quedando asi demostrado que Ry, 4., Rpp, ¥ Repe, SOn paralelas.

= A # 0,1. En este caso, f es una homotecia, y Jlo € A tal que f(o) = o.
Tenemos que:

f <a1 + fw;) = f(a1) + 7 (ﬂ) =ay + /\me> = Ruya,
f(Ryp,) = f <b1 + Rb1b2> = f(b1) + ? (ﬂ) =by + /\]m = Ry,
£ (e + Fe)+ T (Raes) = €2+ Aoy = R,

Veamos ahora que, para toda recta R C A tal que f(R) = R, se tiene que el
centro de la homotecia o € R. Para todo p € A, tenemos que:

f(p) = f(0+2B) = £(0)+ F (8B) = 0475 = o+p+(A—1)ap = p+(A—1)3p

Supongamos ahora que p € R, luego f(p) € f(R) = R. Por tanto, se tiene que
pf(p; =(\— 1)@ € ﬁ, y como A # 1y p € R, tenemos que o € R.

Por tanto, como hemos visto que Ry q4,, b6, ¥ Re e, son fijas por f, tenemos
que:
0 € Ra1a2 N Rb1b2 M RCICQ

Queda asi demostrado que Ry, a, N Ry, N Reye, = {0} es decir, son secantes
en el mismo punto centro de la homotecia.

]

Graficamente, el Teorema de Desargues se puede ver en el siguiente applet de
Geogebra: https://www.geogebra.org/classic/k3vvkyx9.
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1.5. Convexidad

Introducimos ahora el concepto de convexidad, que nos serd de gran utilidad para
definir la envolvente convexa de un conjunto de puntos. La convexidad se estudiara
en otras asignaturas, como Topologia I o Analisis Matematico I.

Definicién 1.23 (Segmento). Sea A un espacio afin. Entonces, dados dos puntos
p,q € A, se define el segmento entre los puntos p, ¢ como:

[poal = {p+tpG | t € [0,1]} = {g + tap | t € [0,1]}
Definicién 1.24. Sea A un espacio afin, y B C A. Decimos que B es convexo si:
[p,dd B VpqeB

Notemos que la union de dos convexos no tiene por qué ser convexa. No obstante,
si que se cumple la siguiente propiedad:

Proposicién 1.31. Sea A un espacio afin, y {X;}icr convezos, con X; C AVi € 1.
Entonces, se tiene que:

ﬂXZ- + ()= ﬂXi es COnvero

iel iel
Demostracion. Sea p,q € (),c; X;. Entonces, p,q € X; Vi € I. Como X; es convexo,
tenemos que [p,q] C X; Vi € I. Por tanto, [p,q] C [;c; Xi- ]

Es evidente que todo espacio afin A es convexo, ya que [p,q] C A Vp,q € A.
Ademas, como todo subespacio afin es un espacio afin, tenemos que todo subespacio
afin es convexo.

Respecto a las aplicaciones afines, tenemos los siguientes resultados:

Proposiciéon 1.32. Sean A, A" espacios afines, y sea f : A — A’ una aplicacion
afin. Entonces, se tiene que:

1. f(p,q)) = [f(p), f(9)] Vp,q € A.

2. Si B C A es convezo, entonces f(B) C A" es convezo.
3. Si B'C A es convexo y f~H(B') # 0, entonces f~1(B') es convezo.

Demostracion. Demostramos cada resultado por separado:

1. Sea p,q € A. Entonces, tenemos que:

flp,q)) = fp+tpgd | t € [0,1]}) = {f(p + tBd) \tEOl]}Z
— )+t o) [t (0,10} = {f(p) +tf(p 3|t601 — [f(p), f(q)]

donde he aplicado que f es afin, y por tanto, ? ]ﬁ = f(p )

2. Sean p/, ¢ € f(B). Entonces, Ip,q € B tales que f(p) =p/, f(q) =

Como B es convexo, tenemos que [p,q] C B. Por tanto, f([p,q]) C f(B).
Ademas, por el apartado anterior, f([p,q]) = [f(p), f(q)] = [V, ¢]. Por tanto,

[P/, q'] C f(B), por lo que f(B) es convexo.

3. Sean p,q € f~Y(B’). Entonces, f(p), f(q) € B, por lo que [f(p), f(q)] C B'.
Por tanto, f([p,q]) C B, por lo que [p,q] C f~1(B’).

[]
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1.5.1. Envolvente convexa

Introducimos ahora el concepto de envolvente convexa:

Definicién 1.25 (Envolvente convexa). Sea A un espacio afin, y B C A. Definimos
la envolvente convexa de B como el menor subconjunto convexo que contiene a B.
Es decir,

o(B) = ﬂ{X D B| X es convexo}

Algunas propiedades de la envolvente convexa son:

1.
2.

B C ¢(B) VB C A.
p(p(B)) = ¢(B) VB C A.

Esto se tiene de forma directa, ya que ¢(B) es convexo.

X CY = p(X)Cp(Y) VX, YCA

Esto se tiene de forma directa también, ya que ¢(Y') es convexoy X C Y C
p(Y), por lo que p(X) C p(Y).
e(X)Up(Y) Cp(XUY) VXY C A

En primer lugar, tenemos que X C X UY, por lo que p(X) C p(X UY).
Andlogamente, p(Y) C p(X UY). Por tanto, o(X)Up(Y) C p(X UY).

Notemos que ¢(X) N (YY) no tiene por qué ser igual a (X NY).

Ejemplo. Algunos ejemplos de envolvente convexa son:

1.

2.

Para B = {p}, tenemos que ¢(B) = {p}.

Para B = {p, ¢}, tenemos que ¢(B) = [p, q].

3. Para B = {p,q,r} no alineados, tenemos que ¢(B) es el tridngulo formado

1.6.

por los puntos p, ¢, r, junto con su interior.

Relacion de Ejercicios

Para ver ejercicios relacionados con este tema, consultar la secciéon 5.1.
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2. Espacios Euclideos

Definicién 2.1 (Espacios euclideos). Diremos que un espacio afin E es euclideo si

estd dotado de la estructura euclidea. Es decir, (E, (,)) es un espacio vectorial
euclideo dotado de una aplicacién producto escalar.

Definicién 2.2. Sea E un espacio euclideo. Un sistema de referencia R = {p,, B} de
E diremos que es euclideo, rectangular u ortonormal, si B es una base ortonormal.

Introducimos el concepto intuitivo de distancia entre dos puntos de un espacio
euclideo.

Definicién 2.3 (Distancia). Sea E un espacio euclideo. Definimos la aplicacién
distancia en E x E como:

d: ExXE — R

(p,q) — d(p.q) = |pdl = /P4, pl)

Tenemos que la aplicacién anterior es, efectivamente, una distancia, ya que:
1. d(p,q) >0 Vp,q € E. Ademds, d(p,q) =0 < p =gq.

2. d(p,q) = d(q,p) Vp,q € E.

3. d(p,q) < d(p,r)+d(r,q) Vp,q,r €E.

2.1. Ortogonalidad

Definicién 2.4. Sean S, T dos subespacios afines de [E espacio euclideo. Entonces,
diremos que S y T son perpendiculares (u ortogonales), notado por S L T, si y solo
si:

SLT(:)?L?

Teorema 2.1. Sea E un espacio euclideo, y sea S un subespacio afin de E. Entonces,
Vq € E, 41 T subespacio afin de E verificando:

1. qeT,
2.T LS,
3. dimT +dim S =n = dimE.

Dicho subespacio T se denomina subespacio afin ortogonal a S por q, y se notard
por Sy =q+ gL
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Demostracion. Consideramos ?, y sabemos que ?L es el inico subespacio vectorial
de E conn=dim S +dim S+ que verifica S L gL

Consideramos T' = ¢+ S *. Entonces, T es un subespacio afin de E, ya que ?L
es un subespacio vectorial de E. Ademés, ¢ € T, ya que ¢ € ¢+ S*+. Por ultimo,
tenemos que T = S+, por lo que T L S. Por tanto, T' cumple las tres condiciones.

Tenemos por tanto demostrada la existencia. La unicidad se tiene de forma di-

recta, ya que ?L es unico. Por tanto, para cada ¢ € E, tenemos que 7" es tinico. [

Una vez introducido el concepto de subespacio ortogonal, incluimos las proyec-
ciones y simetrias ortogonales, que seran las que mayoritariamente empleemos.

Definicién 2.5 (Proyeccién ortogonal). Sea A un espacio afin, y sea S = p + ?
un subespacio afin de A. Entonces, definimos la proyeccién ortogonal respecto de S
como la proyeccion en S paralela a SpL:

zw: A — S
¢ — msss(q) =p+mg(D)

Hemos de tener en cuenta que 73 también se podra notar como 7.

Definicién 2.6 (Simetria ortogonal). Sea A un espacio afin, y sea S = p + ? un
subespacio afin de A. Entonces, definimos la simetria ortogonal respecto de S como
la simetria en S paralela a SpL:

aﬁ: A — A
¢ — 0ss:(q) =p+0z())

Hemos de tener en cuenta que og también se podra notar como og.

2.2. Distancia

Una vez definida la distancia entre dos puntos, podemos definir la distancia entre
subespacios afines de forma general.

Definicién 2.7. Sea E un espacio euclideo, y sean S,T" dos subespacios euclideos
de E. Entonces, se define la distancia entre S'y T' como:

d(S,T) =inf{d(p,q) | p€ S, ¢ T}

Veamos los siguientes dos teoremas, que nos facilitan el calculo de la distancia
entre dos subespacios afines:

Teorema 2.2. Sea E un espacio euclideo, y sean S = p + ? yT =q+ 7 dos
subespacios euclideos de E.

Entonces, 3pg € S, qo € T tal que pogs € FLATL— (? + ?)L

Ademds, se tiene que pg,qo Son unicos si, y solo si, ? N 7T ={0}.
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Demostracién. Consideramos pj € E . Tenemos que F = (?4—?)@(?4—?% Por

tanto, tenemos que ﬁ =u+v+w,conuc ?, NS ?, w € (? + ?)L Definimos
Gw=q—veET, pp=p+ucsS, ytenemos que:

w=pi—u—v=q—p-—u—v=g-p=p@e(S+T) =9 nT"

Respecto a la unicidad, tenemos que pg, gy son unicos si u, v son unicos. Esto se
da si y solo si Sa ?, y estose dasiysolosi S N7T = {0}. O

Corolario 2.2.1. Sea E un espacio euclideo, y sean S = p + ? y1T =q+ ? dos
subespacios euclideos de E.

Se tiene que Ipy € S, qo € T tal que Pogy € ?L N ?L cumpliendo que:
d(S,T) = d(po, 9)

Demostracion. La demostracion de la existencia se ha visto en el teorema anterior.
Una vez demostrada la existencia, veamos que cumplen la relacion de las distancias.
Sean a € S,b € T. Veamos que d(pg, q) < d(a,b):

d2(a,b) = ||abl> = (ab, ab) = (@B} + Fod) + qobs B0 + Fodh + aob) =

— 11aF% + qob® + 1Bo@ 12 + 2(@B—+abmod) = Il = 2 (po, qo)

donde (cﬁm—i—ﬁ,%@) =0, ya que apy € ?, CZ)ZE ?, v Dodo € ?L,?l.
Por tanto,

d(po, qo) < d(a,b) Vae SbeT

Por tanto, tenemos que d(po, qo) es un minorante de {d(p,q) | p € S, ¢ € T}.
Ademas, como py € S, qo € T, tenemos que pertenece al conjunto. Por tanto, no
solo es minorante sino que también es el minimo, por lo que d(pg, qo) es el minimo
y, por consecuente, es el infimo. O

Corolario 2.2.2. Sea E un espacio euclideo, y sean S,’T" dos subespacios afines de
E. Entonces, tenemos que:

d(S,T)=0<= SNT #
Demostracion.

=) Tenemos que dpy € S, qo € T tal que Dods € ?l N ?L cumpliendo que:
d(Sa T) = d<p07 QO)

Entonces, si d(S,T) = d(po, qo) = 0, entonces py = qo, por lo que SNT # .

<=) Tenemos que d(S,T) = inf{d(p,q) | p € S, ¢ € T}. Entonces, sea py € SNT.
Entonces, d(pg,po) =0 =4d(S,T).

[]
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Corolario 2.2.3. Sea E un espacio euclideo, y sea S un subespacio afin de E y
qo € E. Entonces, se tiene que:

d(Sv qO) = d<q07 7T-S(QO))
Demostracion. Como hemos visto, dpg € S tal que poqy € cumpliendo que:
d(S, q0) = d(po; qo)
Veamos ahora que pg = mg(qo). Tenemos que:

%
7s(q0) = po + 72 (Podo) = po + 0 = po

_>
donde he usado que, como I)Eq_o) € ?L, entonces g (Poqo) = 0. Por tanto, tenemos

que:
d(Sv QO) = d(p07 QO) = d(QO7 WS(QO))

Ejemplo. Sea R? espacio euclideo, y consideramos
S =(1,0,1)+ £{(1,1,0)} T=(1,1,0) + £{(-1,1,0)}
rectas euclideas de R3. Calcular d(S,T).
Un punto arbitrario de la recta S es p = (1 + «a, , 1), y uno de la recta T' es

qg=(1—-p,1+p3,0) para ciertos «, 8 € R. Por tanto, = (a+B,a—p—1,1).

Como gp € S+, entonces:

<(0‘+5’a—5—1,1),(1,1,0)>=0=2a—1$a=%

Como qp € ?L, entonces:
1
(a+B,a—p—-1,1),(-1,1,0)) =0=-20—-1= [ = 3
Por tanto, p = (3/2,1/2,1), ¢ = (3/2,/2,0). Entonces,

d(s’ T) = d(pa Q) = Hq_pH = H(0,0, _1)H =1

2.3. Angulos

En esta seccion trataremos el concepto de angulo entre subespacios afines. Es
importante notar que este no se define para cualquier par de subespacios afines, sino
que se define en casos concretos, como veremos.
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Angulo entre dos rectas
El primer caso particular que trataremos es el angulo entre dos rectas.

Definicién 2.8 (Angulo entre dos rectas). Sea [E un espacio euclideo. Consideramos
dos rectas secantes 11 = p; + L{v1}, ro = pa + L{vy}. Definimos el angulo entre dos
secantes como:

L(r1,79) := min{ &L (vy,vq), L(v1, —v2)}

[
U1
Q
V2

)

Figura 2.1: Vista grafica del dngulo o entre dos rectas.

Notemos que la definicién con el minimo se debe a que dos rectas secantes generan
dos angulos, y buscamos el menor angulo entre ellas.
De esta definicion se deduce directamente el siguiente resultado:

Proposicion 2.3. Sea E un espacio euclideo. Consideramos dos rectas paralelas
ry =p1+ L{v}, 1o = pa + L{v}, y T = pr + L{v,} secante a ambas. Entonces:

L(T,re) = L(T,r1)

T
/{7’2

/ 1
Demostracion. Tenemos que:

L(T,ry) = min{L(v,vr), £L(v, —vy)} = L(T, 1)

Angulo entre recta e hiperplano

A continuacion trataremos el caso particular de un hiperplano y una recta. No
obstante, para ello hemos de recordar el concepto de vector normal, introducido en
Geometria II.

Definicién 2.9 (Vector normal). Sea E un espacio vectorial euclideo, y sea ﬁ un

hiperplano de ﬁ Entonces, diremos que vy € E es un vector normal a H si y solo

S1:
v € ﬁj_

Notemos que vy es unico salvo factores de proporcionalidad.
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Definicién 2.10. Sea [E un espacio euclideo, y sea H un hiperplano de E. Entonces,
diremos que vy € E es un vector normal a H si y solo si vy es un vector normal a

Proposicion 2.4. Sea I_E? un espacio vectorial euclideo, y sea v € E Entonces,
existe un unico hiperplano ﬁ de tal que v es un vector normal a H .

Demostracién. Sean = dim E. Ampliamos {v} a una base ortonormal de f, B =

{v,v9,...,v,}. Entonces, ﬁ = L{vy,...,v,} es un hiperplano de ﬁ Ademds, por

ser la base ortonormal, tenemos que v € F[)L, es decir, v es un vector normal a H.

Por tultimo, veamos que es unico. Supongamos que H' es otro hiperplano
de E tal que v es un vector normal a H'. Entonces, H' = L{v},... v} }, con
B = {v,v},..., v} base ortonormal de E. Entonces, H=H O

Definicién 2.11 (Angulo entre recta e hiperplano). Sea E un espacio euclideo, y

sean r = p + L{v} una recta y H un hiperplano de E con vy € E vector normal a
H. Entonces, definimos el angulo entre la recta y el hiperplano como:

L(r,H) = g —min{«(v,vy), £(v, —vu)}

0}

78

H

Figura 2.2: Representacion grafica del angulo entre una recta y un hiperplano.

Angulo entre dos hiperplanos

El tercer caso particular que trataremos es el angulo entre dos hiperplanos.

Definicién 2.12 (Angulo entre dos hiperplanos). Sea E un espacio euclideo, y sean

H,, H, dos hiperplanos de E con v; € E vector normal a H; y v € [E vector normal
a H,. Entonces, definimos el angulo entre dos dos hiperplanos como:

L(Hy, Hy) = min{ 4 (vy,v9), £(v1, —2)}

Angulo Orientado

A continuacién, recordaremos el concepto de angulo orientado, introducido en
Geometria II. Como podemos ver en la Figura 2.3, tenemos que cos o = cos o/, por
lo que la definicién de dngulo no orientado no basta para diferenciar ambos angulos.
Por ello, introducimos el concepto de orientacion:
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U2
Figura 2.3: Representacion del problema de los angulos no orientados.

Definicién 2.13. Dado V un espacio vectorial, diremos que fijamos una orientacion
en ¢l al fijar una base B, y diremos que V es orientado. Dada otra base B’, diremos
que:

1. Tienen la misma orientacién (o es positivamente orientada) si |M (B, B)| > 0.
2. Tienen orientacién contraria (o es negativamente orientada) si |M (B, B)| < 0.

Teorema 2.5. Sea V' un plano euclideo orientado. Entonces, Yu € V, 31Ju € V
tal que w L Ju, ||u|| = ||Ju| y la base {u, Ju} es positivamente orientada.

Definicién 2.14. Dados u,v € V espacio vectorial euclideo orientado, definimos el
dngulo orientado de u a v, notado por £,(u,v), por el inico real 6 € [0, 27| tal que:

v COSQL—FSGI]Q

o] Il [ Ju]

Algunas propiedades que se deducen del angulo orientado son, Yu,v,w € V,
A peR:

Una vez recordados los conceptos de angulo orientado para espacios vectoriales
euclideos, retomamos los espacios afines euclideos.

Definicién 2.15. Sea E un espacio euclideo. Decimos que E es orientado si E tiene
fijada una orientacion.
2.4. Isometrias

Definicién 2.16 (Isometrias). Sea f : E — [E’ aplicacién afin entre espacios
euclideos. Decimos que f es una isometria afin o un movimiento rigido si

d(p,q) =d(f(p), f(q))  Vp,q€E
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Ejemplo. Sea E en espacio euclideo, y sea v € E Entonces, t, es una isometria.
Vedmoslo:

d(t,(p),t.(q) = d(p+v,q+v) = |lg — pl| = |pgl| = d(p.q)

Es directo pensar que las isometrias afines estan relacionadas con las isometrias
vectoriales. Veamoslo:

Teorema 2.6. Sea f : E — E' aplicacion afin entre espacios euclideos con 7
aplicacion lineal asociada. Entonces:

f isometria afin <= 7 1sometria vectorial
Demostracion.

—) Supongamos que f es una isometria afin. Entonces,
d(p,q) = d(f(p),f(q))  Vp,q€E

Como, por definicién, d(p, q) = \/{pg, p§), tenemos:

.50 = (FW) (@), f)f (@) VpacE

Por ser f una aplicacién afin, tenemos que:

@ 7) = (7 @0, f @) aeE

Por tanto, queda demostrado que 7 es una isometria.

<=) Suponemos que 7 es una isometria vectorial. Por tanto,

(u,v) = <7(u),7(0)> Yu,v € E

Como, fijado py € E, todo vector v € E se puede poner como v = ﬁ, con
p € E, entonces:

b ol) = { f o). T (o))~ VmacE

Por ser 7 la aplicacion lineal asociada a f, tenemos que:

\

(@b, 5ot) = (Fwo) 700, Fpo) /(@) Wb € B

Usando la norma en E, tenemos:

AN \

|0t — poBll* = 1f (po) f(a) — f(po) fP)II*  Vp.q €E

Usando la igualdad triangular, tenemos:

B2 = 1 F@) AP = dp,g) = d(f(p), f(g))  Yp.g€E

Por tanto, tenemos que f es una isometria afin.
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O
Recordemos el siguiente lema, tratado en Geometria II:

. o ’ . , . .
Proposiciéon 2.7. Sea ¢ : V* — V'™ wuna isometria entre espacios vectoriales.
Entonces, ¢ es inyectiva y lineal.

Corolario 2.7.1. Sean E,E’' dos espacios euclideos. Consideramos f : E — E' una

isometria afin. Entonces, tenemos que f es inyectiva, afin y es una isometria
vectorial.

2.5. Clasificacién de los movimientos
Sea f : E® — E™ un movimiento. Tenemos los siguientes tipos de movimientos:
» Directo: Conserva la orientacion. |7| =1

» Inverso: Invierte la orientacion. ]?\ = —1.

Para clasificarlas, partimos de la clasificacion de las isometrias vectoriales, vista
en Geometria II. Recordemos que una aplicaciéon afin viene determinada por su
aplicacion lineal asociada y la imagen del origen. Es es debido a que, dados dos
espacios afines A, A’ y sus respectivos sistemas de referencia R = {poy, B}, R’ =
{p}, B'}, entonces:

FO)r = fo)e + f b)s Vp e A

Es decir, una vez tengamos determinado ?, seria necesario obtener un punto de A
que fuese f(po)-

2.5.1. Movimientos en el plano E?

Trabajamos con las isometrias f : E* — E? y sea R = {po, B} un sistema de
referencia ortonormal de E.

Movimientos directos

Tenemos que ? puede ser Idg, —Idg, o un giro de dngulo 6 # {0,7}.

1. ? = Idz:

Entonces es una traslacién segun el vector v = pf(p) para cualquier p € A. Su
matriz asociada es:

0 0
M(f=to,R)=| w1 0
0 1

B

donde (uy,us) = f(po)r. Por tanto, (uj,us) = v €
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Por ser una traslacién, tenemos los puntos fijos dependen de v.
0 si v K
Pr=93 mo .. —
E° si v=20
En el caso de v = 0, tenemos que f = Idg.
2. ? = —ldg:

Tenemos que do € E tal que f = H,_;1. A esta homotecia se le denomina
también simetria central respecto del punto o € E.

Ademas, sabemos que solo tiene un punto fijo,
Py ={o}

Su matriz asociada es:

donde (u1,us2) = f(po)r-

3. ? = Gy giro de dngulo 0 # {0, 7 }:
Su matriz asociada es:
1| 0 0
M(f,R)=1 by |cosf —senf

by | senf  cost

donde (b1, b2) = f(po)r.

Veamos cuantos puntos fijos tiene. El sistema a resolver es:

A\ (100 N\ /L
z | =1 b |cosf —senf x
Y by [ senf  cosf Y

Equivalentemente,

b \ _ cosf —1 —senb x
by ) senf)  cosf—1 Y
Veamos si este sistema es SCD; es decir, si es de Cramer:

= —[(cos@—1)*+sen? ] = —[1+1+—2cos ] = 0 <=

cos@ —1 —senb
sen 6 cosf — 1

= cosf=1«<=0=0
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No obstante, # # 0, por lo que el determinante no es nulo y, por tanto, tan
solo tiene un punto fijo ¢ € E.

Py ={q}

Esta isometria se denomina giro de centro g € E y angulo 6. Si no hacemos
hincapié en la orientacion; como la traza de una matriz es invariante para
matrices equivalentes, tenemos que:

2cosf = tr(M(?,B”)) VB" base de IE?

Observacion. Notemos que el giro de centro ¢ y dngulo § = 7 se puede ver como
una simetria central respecto del punto ¢ € E.

Movimientos inversos

Tenemos que ? = o reflexion axial sobre la recta vectorial L = L{v;}.
Su matriz asociada, siendo R’ = {pj, B’ = {v1,v2}} el sistema de referencia con

Py € L es:

110 O
M(f,R)=1| b |1 0
0

donde (b1, b2) = f(py)w'-
Diferenciamos segun los puntos fijos:
1. Si f tiene algtin punto fijo:

Sea p € E un punto fijo. Entonces, sea el sistema de referencia R” = {p, B'}.
En ese sistema de referencia, su matriz asociada es:

110 O
MR =01 0
00 —1
Tenemos que, dado ¢ = p + p§ € B2, entonces flg) =p+ Of(ﬁ), por lo que
f es la reflexion sobre la recta afin L = p + L. Por tanto,

Pr=1L

2. Si f no tiene ningtin punto fijo:

Sea p € E? arbitrario, y sea R” = {p, B}. Entonces, siendo (b1, b2) = f(p)zn,

tenemos:
1

0
M(fRY=1| b |1
by | 0

0
0
-1

Calculemos los puntos fijos (z,y) asociados a la matriz dada:

A\ (lo o0 /1
z | =161 0 T
Yy by [0 —1 Yy
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(3)--(3 )

Por tanto, tenemos que f tiene puntos fijos si by = 0 e y = %2; por lo que
by # 0, y tenemos que:

Equivalentemente,

110 0 110 0 10 0
M(f,RH): bl 1 O = b1 ]_ O 0 1 0
by|0 —1 00 1 by |0 —1

La primera matriz que se aplica vemos que es un movimiento inverso y b; = 0;
por lo que acabamos de ver que tiene una recta de puntos fijos. Por tanto, se
trata de una simetria respecto de la recta y = %2

La segunda matriz vemos que se trata de la traslacion segin el vector:
(0, O)(bl, 0) = (bl, O)B’ = b1v1

Por tanto, se trata de una simetria axial con deslizamiento. Como b; # 0,
entonces f no tiene puntos fijos.

Tenemos por tanto la siguiente tabla:

Py \ If1 ] 1 | —1
E? Identidad X
Recta X Reflexion axial
Punto | Giro | Reflexién central X
0 Traslacion Reflexién axial con deslizamiento

2.5.2. Movimientos en el espacio E?
Movimientos directos

Tenemos que 7 puede ser Idg, o reflexion axial, o un giro sin simetria de
angulo 0 # {0, 7}.

1. ? = Idz:

Entonces es una traslacion segin el vector v = pf (pb para cualquier p € A. Su
matriz asociada es:

000
w1 0 0
M(f =t,R) = u;010
U3001

i

Por ser una traslacién, tenemos los puntos fijos dependen de v.

_>
0 st v£0
Pf:{]E3 . -

donde (uy,ug,us) = f(po)r. Por tanto, (uy,us,us3) =v €

si v=20

En el caso de v = 0, tenemos que f = Idg.
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2. ?:af:

- .
Sea L = L{w1}, y consideramos B’ = {vy,vq,v3} base ortonormal de
Diferenciamos segin el niimero de puntos fijos:

53

a) Si f tiene algin punto fijo:
Sea p € E un punto fijo, y fijamos el sistema de referencia en R’ = {p, B'}.
En este sistema de referencia, su matriz asociada es:

1[0 0 0
O[T 0 0
MUERY=1 0lo 1 0
0j0 0 -1

%
Por tanto, f es la reflexion sobre el eje p+ L. Por tanto, tenemos que:

Pr=1L
b) Si f no tiene ningun punto fijo:
Su matriz asociada es:
1 ‘ 0 0 O
N | w1l 0 0
Uus 0 0 -1

ﬁ
donde (uy,uz,u3) = f(pp)r:- Por tanto, (uy,us,uz) = v € E3.
Veamos cuantos puntos fijos tiene. El sistema a resolver es:

1\ (100 0/
| | w1l 0 O x
y | | ua|0 —1 0 Y
z us |0 0 -1 z
Equivalentemente,
Uy 0 0 0 T
u |=—|( 0 -2 0 Y
U3 0O 0 =2 z

Tenemos por tanto que f tiene puntos fijos si uy =0 ey = 2, z = %,
Como f no tiene puntos fijos, u; # 0.
Por tanto, tenemos que:

1[0 0 0 1000 1[0 0 0

n_ | w1l 0 0 | | w1l 00 01 0 0
MUIRI=1 o -1 o |7 ofo 1 0 upy |0 =1 0
uzg |0 0 -1 0]0 0 1 uzg |0 0 -1

Tenemos por tanto que f es una composicién de una simetria axial con eje
=us/2 . ., ,

L= { L u2?2 junto con la traslacién segin el vector (uq,0,0) € Iﬁ
= us

Por tanto, se trata de una reflexién axial con deslizamiento.
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3. f =

%
Sea L = L{v}, y consideramos B’ = {v,vs,v3} base ortonormal de

Gy 4 0 #{0,7}.
i

Diferenciamos segin el nimero de puntos fijos:

a)

Si f tiene algin punto fijo:
Sea p € E un punto fijo, y fijamos el sistema de referencia en R’ = {p, B'}.
En este sistema de referencia, su matriz asociada es:

0 0 0

1 0 0

0 cosf —senf
0 senf cosf

1
MERY = |
0

Tenemos que f es un giro con respecto a la recta L = p + L{v;}. Calcu-
lemos sus puntos fijos. Esto es equivalente a:

0 0 0 x 0
0 cosf—1 —senf y | =10
0 senf  cosf—1 z 0

Por tanto, vemos que hay una recta de puntos fijos; el eje L = p+ L{v;}.
Si no hacemos hincapié en la orientacion; como la traza de una matriz es
invariante para matrices equivalentes, tenemos que:

2cosf+ 1 = tr(M(?, B")) VB" base de Ej

Si f no tiene ningun punto fijo:
Sea p € E un punto arbitrario, y fijamos el sistema de referencia en
R’ = {p,B'}. En este sistema de referencia, su matriz asociada es:

1[0 0 0
no__ U1t 1 0 0
M(f,R) = uy | 0 cosf —senf

ug |0 senf cosf

donde f(p) = (u1, us, u3)r:.
Calculemos sus puntos fijos. Esto es equivalente a:

0 0 0 x Uuq
— | 0 cosf#—1 —senf y | =1 u
0 senf  cosf—1 z U3

Por tanto, para que haya puntos fijos se ha de cumplir que u; = 0. Por
tanto, tenemos:

1]0 0 0 1[0 00 1[0 0 0

up |10 0 |l w1 |1 00 01 0 0

uy | 0 cosf —senf | 0/0 1 0 Uy | 0 cosf —senf
us |0 senf cosf 00 0 1 us | 0 senf cosf
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Vemos que f se trata de la composicién de un giro (ya que tiene puntos
fijos) junto con una traslacién; por lo que se trata de un giro con desliza-
miento. Este movimiento se conoce como movimiento helicoidal. El hecho
de que haya deslizamiento de debe a que u; # 0.

Observacion. Notemos que una simetria axial se puede ver como un giro de angulo
m; por lo que en muchas bibliografias no se trata como un caso aparte.

Movimientos indirectos

Tenemos que ? puede ser una reflexién especular vectorial, o=, — I d@ 0 un
giro con simetria o3, o Ge,f'

1. 7:(77:

Sea 7 = L{vy,vy}. Entonces, consideramos B = {vy,v9,v3} base ortonormal.

Diferenciamos segin f tenga o no puntos fijos:

a) Si f tiene puntos fijos:
Sea p € E el punto fijo. Entonces, su matriz asociada en R = {p, B} es:

1[00 0
0[1 0 0
0j]0 0 —1

b) Si f no tiene puntos fijos:
Sea p € E un punto arbitrario. Entonces, su matriz asociada en R =

{p, B} es:
100 0
| w10 0
Uus 00 -1

donde f(p) = (uy, ug, uz)x.
Veamos los puntos fijos de f resolviendo el siguiente sistema:

00 O x Uy
—1 0 0 O Y = Us
0 0 -2 z U3

Por tanto; si u; = uy = 0, tendriamos que hay un plano de puntos fijos
z = 2. Por tanto, (u1,u2,0) # 0. Tenemos entonces que:

1/00 0 1[0 00 1/00 0
w10 0 | | w|[l 00O 0[1 0 0
MUER =1 wlo 1 o |7 wlo 10 0j0 1 0
uz |00 —1 00 0 1 us |0 0 —1
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Es decir, f es una composicién de un una simetria especular respecto del
plano 7 = z = % junto con una traslacién respecto del vector (u1,us,0) #
0. Es decir, es una simetria especular con deslizamiento. El hecho de que
no haya puntos fijos se debe a que el vector de desplazamiento no es nulo.

2. 7 =1 dzﬁ
Tenemos que Jo € E tal que f = H,_;; es decir f es una homotecia de centro

oy razén —1. Anédlogamente, podemos decir que f es una simetria central
respecto del punto o. Tenemos que:

Pr = {o}
En el sistema de referencia R = {o, B}, tenemos:
1[0 0 0
0|-1 0 O
MR = ol 0 -1 0
oo 0 -1

3. ?—a—> 0oGyp, 0 #{0,7}:

Sea I = L{v}, y ampliamos a una base ortonormal B = {vy,vs,v3}. Dado
un sistema de referencia R = {p, B}, tenemos:

110 0 0
. Uq —1 0 0
M(f,R) = uy | 0 cosf —senf

uz | 0 senf cos6

donde f(p) = (uq,us,u3)r. Veamos si tiene puntos fijos. Esto equivale a resol-
ver el siguiente sistema:

—2 0 0 T Uy
— 0 cosf—1 —senf y | =1 u
0 senf)  cosf —1 z U3

Tenemos que el determinante de la matriz de coeficientes es:

—2 0 0
0 cosf—1 —senf |=-2 cosf —1 —senp =

0 sen 6 cosf —1 sen cosf =1
= —2(cosf — 1)?senf =0 <=0 =0

No obstante, 8 # 0, por lo que el determinante no se anula y tenemos que

el sistema es de Cramer o SCD, por lo que tan solo tiene un punto fijo. Sea

po € E dicho punto fijo, Py = {po}. Entonces, en el sistema de referencia
= {po, B}, tenemos:

10 0 0 1[0 00 1{0 0 0
~_ | 0l-1 0 0 1 0/-1 00 01 0 0
M(f,R) = 0| 0 cos@ —senf | | O] 0 1 0 0|0 cosf —senf
0| 0 senf cosf 0] 0 0 1 0|0 senf cosb
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Es decir, f es la composicién de un giro sobre la recta L = p + L{v1} com-
puesto con la reflexién especular sobre el plano m = p + L{vy, v3} = Lj. Este
movimiento se denomina un giro con simetria.

Observacion. Notemos que el caso de la reflexion central es un caso concreto
de giro con simetria de angulo 7.

Tenemos por tanto el siguiente resumen de las isometrias en el espacio:

P\ |fl ] 1 | ~1
E? Identidad X
Plano X Reflexién especular
Recta Giro X
Punto X Reflexién central | Giro con simetria
0 Traslacién | Helicoidal | Reflexién especular con deslizamiento

2.6. Triangulos
Comencemos por la definiciéon formal de un tridngulo:

Definicién 2.17 (Tridngulo). Un tridngulo en un espacio afin A son tres puntos
{a,b,c} C A afinmente independientes, que se suelen llamar vértices.

Normalmente, se suele hablar de tridngulos {a, b, c} en planos afines, ya que sus
propiedades se pueden circunscribir al plano 7 = ({a, b, c¢}) C A que lo contiene.

Definicién 2.18. Sea E un espacio euclideo. Dado un triangulo {a,b,c} C E, se
definen los angulos interiores A, B, C' en los vértices a, b, ¢ respectivamente como los
angulos orientados siguientes:

A= 4 (abat) B=«(be,ba) C=4, (@, cb)

%
La orientacion es la fijada por la base B = {%, bc} del plano afin m que contiene al
triangulo.

Teorema 2.8. SeaE un espacio euclideo orientado. Dado un triangulo {a,b,c} C E,
se tiene que la suma de sus dngulos interiores es m:

121\—1—35—0—6:7?
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Demostracion. Usando las propiedades de los dngulos orientados, tenemos que:

A1B+C = Lo(ab, @)+ Lo(Th, b)+Lo(bé, ) = Lo(ab, @)+ Lo(—h, — cb)+Lo(be, ba) =
= Lo(ab, @) + £,(@, b)) + £o(be, ba) = £o(ab, ba) = 7

]

Recordemos el Teorema de Pitagoras, demostrado en Geometria II.

Teorema 2.9 (de Pitdgoras). Sea E un espacio euclideo. Dados a,b,c € E, se tiene
que:

|a2][2 + [lab|[2 = [|cb])? <= at L ab

o

S
S

2.6.1. Puntos Notables del Triangulo

En esta seccion vamos a ver el baricentro, el circuncentro, el ortocentro y el
incentro. Usaremos la definicién de punto medio, dada en la Definicién 1.4.

Definicién 2.19 (Mediana). Sea .4 un espacio afin. Dado un tridngulo {a, b, c} C A,
se define la mediana asociada al vértice a como la recta M, = {(a, my.) que pasa por
el punto a y el punto medio del segmento [b, c|.

Anélogamente, se definen las medianas M,, M. asociadas a los vértices b, ¢ res-
pectivamente.

Veamos ahora el primer punto notable de los triangulos.

Teorema 2.10 (Baricentro). Sea A un espacio afin. Dado un tridngulo {a,b,c} C
A. Entonces, las tres medianas se cortan en un unico punto, B € A, llamado bari-
centro o centro de masas.

{B} =M,N M,N M,
Este cumple la siguiente relacion, que no depende del valor de q € A:
1
B=q+ g (T+ab+ @)
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Figura 2.4: Baricentro B de un triangulo {a, b, c}.

Demostracion. Veamos en primer lugar que B no depende de ¢:

1 1/~ = —
q+§<cﬁ—l—q?+q7>Zq'+§<q'a+q’b+q'c)<:>

-1 / - /
<:>qq:§(a+b+c—3q—a—b—c+3q)<:>qq: (=3¢ +3¢) =
%

/ / T>
= qq=—q0+q=qq

Wl =

Veamos que B € M,. Tenemos que M, = a + L{am,.}. Por tanto, buscamos
A € R tal que:
EE = \amy,
De la definicién de punto medio, tenemos:
N 1 1
ambc:mbc_QZQ+5(%4_@)_0’:@4_5(%4_%) Vge A
De la definicién de baricentro, tenemos:

B=B-a=ai+ (q+db+at) = ah+ @b+ @)

Por tanto, vemos claramente que c@ = %ambc. Por tanto, B € M,. Andlogamen-
te, se demuestra que B € M., My, por lo que B € M, N M, N M..
Por la férmula de las dimensiones, deducimos que

{B} = M, N M, N M,.

Un importante resultado del baricentro es el siguiente:

Proposicién 2.11. Sea E un espacio euclideo. Dado un tridngulo {a,b,c} CE con
baricentro B € E, se tiene que:

2 1
d(e, B) = gd(c, Map) d(B,mgp) = gd(c, Map)
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Demostracion. Tomando el baricentro con ¢ = ¢, se tiene que:
1 ? 1 ?
B:c+§(@+c +3> :c+§<£+c )

Por tanto, tenemos que:

Eﬁ:%(@qL%)

Multiplicando por 3/2, tenemos que:

3 1 \ ;
§c§:§<@+£>: Mab = Mgp — C = CMyp

Por tanto, se tiene que d(c, B) = %d(c, Mmap). Andlogamente, se la expresion para B
se tiene que:

Tm:w% (a+£>—mab:%<a+z)—% (a+£) :—% (@JFZ) :—%m

d(e,map). O

Por tanto, se tiene que d(B,ma) = 3

Definicién 2.20 (Mediatriz). Sea E un espacio euclideo. Dado a,b € E, a # b, de-
finimos la mediatriz del segmento [a, b] como el tnico subespacio afin perpendicular
a la recta (a,b) que pasa por el punto medio. Es decir,

L= r,tab = Mg+ 7L =mag+ L <{a?})L

donde r es la recta que une a, b, es decir, r = a + E{%}.

Proposicion 2.12. Sea E un espacio euclideo. Dado a,b € K, y dado p € E, se
caracteriza la mediatriz de a,b € E como:

p €y, < d(a,p) = d(b,p)

Demostracion.
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=) Si p € r- , entonces mah L a?. Los triangulos {p,a,ma} v {p, b, may} son

Map?

rectangulos. Por tanto, por el Teorema de Pitagoras,
d2(avp) = dQ(a7 mab) + dQ(pv mab) = dQ(ba mab) + dQ(pa mab) = dQ(bvp)

Por tanto, d(a,p) = d(b, p).

€1

Map?

Como p ¢ r- | tenemos que mgp ¢ L. Por tanto, Jv € E{%} tal que

Mab’

v, My, 0. Como v € L % , tenemos que v = k - l% para cierto k € R*.
( b 2
Por tanto,

0 # (o) = (k- yab.mad ) = b (gabimab ) = k(b mat) =~k Gt

<) Supongamos que p ¢ r y lleguemos a una contradiccion.

Por tanto, tenemos que mab% L maba,mabz. Por el Teorema de Pitagoras,
tenemos que:

2 () —
1511 # bl + a2 < [l + masb]® # 1611

donde en () he aplicado que ||mqpd| = HmabZH. Por tanto, tenemos que ||pd|| #
[Pb1l por 1o que

d(a,p) = la —pll = |7 # [Pb] = IIb—pll = d(b,p)
llegando entonces a una contradiccién. Por tanto, p € rf%b.
O

Teorema 2.13 (Circuncentro). Sea E un espacio euclideo. Dado un tridngulo {a,b,c} C E.
Notemos R, a la mediatriz del segmento [b, |, y andlogamente a Ry, R..

Entonces, las tres mediatrices se cortan en un unico punto, C' € E, llamado
circuncentro.

{C}=R.,NR,N R,

~

R,

Figura 2.5: Cincuncentro C' de un tridangulo {a, b, c}.
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Demostracion. Veamos en primer lugar que R, j/( Ry. Si fuesen paralelas, entones

— — —1+
R, = R, Es decir, L’{bc} = E{ﬁ}l. Por tanto, tendriamos que ambas rec-

tas vectoriales serian iguales, por lo que sus vectores directores serian linealmente
dependientes, algo que no es posible ya que los tres vértices de un triangulo son
afinmente independientes. Por tanto, las mediatrices no son paralelas dos a dos.

Por tanto, 4C € R,N R,. Es decir, C' es un tnico punto y como C' € R,, entonces
d(C,b) = d(C,c). Ademds, como C € Ry, entonces d(C,a) = d(C,c). Por tanto, el
punto es equidistante de los tres vértices. Como d(C,a) = d(C,¢) = d(C,b), tenemos
que C' € R.. Por tanto,

CeR,NRyNR,

Por la féormula de las dimensiones, deducimos que
{C}=R,NR,NR..
m

Notemos que el nombre del circuncentro de sebe a que es el centro de una cir-
cunferencia que pasa por a,b y c.

Definicién 2.21 (Altura). Sea [E un espacio euclideo. Dado un tridngulo {a, b, ¢} C E,
se define la altura H, del vértice a como la recta que pasa por a y es ortogonal al
lado opuesto [b, ]

—y L
H =a+L {bc}
Andalogamente se definen las alturas asociadas a los vértices b y c.

Teorema 2.14 (Ortocentro). Sea E un espacio euclideo. Dado un tridangulo {a,b,c} C E,
existe un unico punto O € E llamado ortocentro tal que:

{O}:Hamech

Figura 2.6: Ortocentro O de un tridngulo {a, b, c}.

Demostracion. Veamos en primer lugar que Hay{Hb. Si fuesen paralelas, entones

—y L
E{bc} = E{a_c>}L. Por tanto, tendriamos que ambas rectas vectoriales serian

iguales, por lo que sus vectores directores serian linealmente dependientes, algo que
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no es posible ya que los tres vértices de un tridngulo son afinmente independientes.
Por tanto, las alturas no son paralelas dos a dos.

Como H, y H, son secantes, entonces se cortan en un punto O € E:

Oe H,NH,

%
Veamos ahora que O € H,. Para ello, vemos que Oc L %:

(06, aby = (Oa + @&, a0 + Ob) = (Oa, a0 + Ob) + (at,a0) + (at, Ob) —
— (04,00 + Ob) — (Oa,at) + (at, 0b) = (04, a0 + Ob — at) + (at, Ob) =
— (04, + a0 + Ob) + (at, Ob) = (04, b) + (@&, Ob) = 0

donde he usado la igualdad triangular, las propiedades de la métrica (,) y que

—
(Oa, %) = (at, &> =0 por ser O € H, N Hy,.
Por tanto, O € H, N H,N H.. Por la formula de las dimensiones, deducimos que

{O}y=H,NnH,NH..

O

Teorema 2.15 (De Euler). Sea E un espacio euclideo. Dado un tridngulo {a,b,c} C E,
el baricentro B, el circuncentro C' y el ortocentro O estan alineados.

Si {B,C,0} contiene al menos dos puntos distintos, la recta pasando por B,C
y O se denomina Recta de Fuler.

c
0
B
C
a b
Recta de Euler
Demostracion. Consideramos la homotecia de razén k = —% y centro el baricentro

B. Veamos que Hp 1, lleva cada vértice en el punto medio del segmento opuesto:

HB,_l/Q(a):B—%QL:BJF%c@: (a+%<%+%))+% Kgmr%(%jua—g)) _4 _

- <a+%(%+a—c>>>+é<a7+@):a+%(a7+@>=mbc

61



Geometria II1 2. Espacios Euclideos

Figura 2.7: Baricentro B de un tridngulo {a, b, c}, junto con el tridngulo formado
por Hp 1.

Andlogamente se demuestra para b, ¢, por lo que se tiene que Hp 1/, lleva cada
vértice en el punto medio del segmento opuesto. Veamos ahora que h lleva las alturas
de {a,b,c} en las mediatrices de {a,b, c}:

Hp _1jy(H,) = Hp s (a 4L {b_é}L) — Hp_1(a) — %]dﬁ (c {%}j -
= M+ L {b—é}L ~ R,
Anélogamente, se demuestra para H,, H,., por lo que:
Hp _1,(0) = Hp _1(Hy) N Hp 1y (Hy) N Hp —1yy(He) = Re N RyN R = C

No obstante, se tiene que un punto, su imagen mediante una homotecia de centro
0, y el mismo centro o estdn alineados. Por tanto, O,C = Hp _1,(0) y B estan
alineados, como queriamos demostrar. O

2.6.2. Incentro

En este apartado, introducimos el cuarto punto notable del tridngulo, el incen-
tro. Separamos este punto del resto por no estar este contenido, de forma general,
en la recta de Euler. Para definirlo, hemos de introducir el concepto de bisectriz,
seguramente conocido por el lector.

Definicién 2.22 (Bisectriz de dos rectas secantes). Sea E un espacio euclideo. Sean
dos rectas secantes Ry, Ry C E, con Ry = p+L{v1} y Ry = p+ L{vs}. Consideramos

los vectores ug, up € ﬁ tales que:

(%1 V2 U1 (%
= Up ‘= -
Joall vzl ol ool

Ug

Entonces, las dos bisectrices de R; y R, son las rectas B,, B, C [E dadas por:
Ba =p + ﬁ{ua} Bb =p-+ E{ub}
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Figura 2.8: Bisectrices de las rectas Ry y Rs.

Proposicion 2.16. Sea E un espacio euclideo. Sean Ry, Ry C E dos rectas secantes,
y sean B, By sus bisectrices. Entonces:

B, L B,

Demostracion. Tenemos que:

(% (% (% (%
<Ua7ub> _ < 1 + 2 1 2 > _

losll Hlvzll ™ floall o]

lnlP e med” el
Fol® ™ T Mool ™ Tt Toall ~ o]

]

Proposicion 2.17. Sea E un espacio euclideo. Sean Ry, Ry C E dos rectas secantes
y sea B C K una recta. Entonces:

B es una bisectriz de Ry y Ry <= 4(Ry,B) = £(Rs, B)

Proposicion 2.18. Sea E un espacio euclideo. Sean Ry, Ry C E dos rectas secantes,
y sea B una de sus bisectrices. Entonces, dado q € E, se tiene que:

¢ € B < d(q,R) =d(q,R2)

Observacion. Aunque dos rectas tengan dos bisectrices, se suele hablar de la bisec-
triz de dos rectas. Al igual forma que se vio que dos rectas forman dos angulos «, 3
tal que a + 8 = 7, y se definia el angulo entre dos rectas como el menor de los dos
angulos, cuando se habla de la bisectriz de dos rectas, se refiere a la bisectriz del
angulo menor.

Aunque las bisectrices se definan para las rectas, es comun extender el concepto
a otros elementos geométricos, como hablar de bisectriz de un dangulo, bisectriz en
un vértice, etc. Ejemplo de esto es la siguiente definicién:

Definicién 2.23. Sea E un espacio euclideo. Dados tres puntos a,b,c € E no ali-
neados, se define la bisectriz del dngulo £(bac) en el vértice a como la bisectriz de

las rectas Ry = a + E{%} v R, = a+ L{at}.
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Una vez introducido el concepto de bisectriz de forma general, concretamos para
el caso de un triangulo, que es el caso que nos interesa. Al igual que en el caso del
resto de los puntos notables, el incentro se define como el punto de corte de las
bisectrices de los angulos de un triangulo.

Teorema 2.19 (Incentro). Sea E un espacio euclideo. Dado un tridngulo {a,b,c} C E,
notamos por I, Iy, I. a las bisectrices de los dngulos £L(bac), £(abc), £(cba) en los
vértices a, b, ¢ respectivamente. Es decir:

— —
@ at ba be
L=a+L —- L=b+L +
Jab] T Joa] ]
I.=c+ L cd Z

W+W

Entonces, existe un unico punto I € E llamado incentro tal que:

(I} =I,nL,NI

Figura 2.9: Incentro I de un tridngulo {a, b, c}.

Demostracion. Veamos en primer lugar que [,, I, no son paralelas. Si lo fuesen,
entones tendriamos que 3\ € R tal que:

ab a b b\ _ = Lt ke
=A== = @l -
et Al el H H L
Por la igualdad triangular, tenemos que: bc = ¢. Por tanto,
Lo 2 @
[ ) T

Como {%, a_c>} son linealmente independientes, entonces:

A 1 A
1- =0= + A+
B R




Geometria II1 2. Espacios Euclideos

%
De la igualdad de la izquierda, obtenemos que A = HbcH Sustituyendo en la
igualdad de la derecha, tenemos que:

1

o]

%
+Hm”+1:o

No obstante, esto es imposible, ya que es una suma de términos positivos. Por tanto,

1, vy I, no son paralelas. Como [, y I, son secantes, entonces se cortan en un punto
I €E:

lel, NI

Veamos ahora que I € I.. Como I € I,, entonces d(I, Ry) = d(I, Ry.). Como
I € I, entonces (I, Ry.) = (I, Ry). Por tanto, tenemos que:

(I, Rye) = (I, Rw) = (I, Roe) = d(I, Rye) = d(I, Ree) => I € I,

Por tanto, tenemos que I € I, N I, N I.. Por la férmula de las dimensiones,
tenemos que:

{(I}=I,nL,NI

Por tanto, queda también asi demostrada la unicidad de 1.

Observacion. Todos los resultados vistos en esta seccion se pueden ver de forma inter-
activa en el siguiente applet de Geogebra: https://www.geogebra.org/m/kdmempsw.

2.7. Teorema de Thales

Concluiremos el tema de espacios afines euclideos demostrando el Teorema de
Thales (o Tales) (siglo VII A.C.).

Teorema 2.20 (Thales). Sea E un espacio afin euclideo de dimension n > 2. Sean
Iy, 11y y I3 tres hiperplanos distintos en E paralelos y distintos dos a dos. Sean R y
S dos rectas distintas en E no paralelas a los hiperplanos, y llamemos {r;} = I;NR,
{s;} =1,NS, 1 =1,2,3 a los correspondientes puntos de corte entre las rectas y
los planos. Entonces:

d(Sl, 82) . d(Tl, 7”2)

d(81,53) d(ﬁﬂ”z&)
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51 Ty I8}
/ %'\
82/ \‘TQ II,

Figura 2.10: Teorema de Thales.

Demostracion. Consideramos mgyy, la proyeccién afin sobre S paralela a II; para

1 =1,2,3. Tenemos que:

ram(15) = s + 7 4 (7) = 30+ 55, = 5

Vi, j=1,2,3

Como 711,79 v r3 estan alineados, 31\ € R* tal que r1r3 = Aryr3. Por tanto,

d(ry,r3) = [Pl = A [775]) = (Ald(r o).

Como mg, es afin y g, (r;) = s; para 4, j = 1,2, 3, tenemos:

AN

?S,Hi(ﬁ) = o, (1) 7sm, (7’35 — 5155

Ademas, como ?S’Hi es lineal, tenemos que:

Vi=1,2,3
Vi=1,2,3

T o, (F17%) = T s, (AF173) = AT s, (I75) = 515 = Asisp Vi=1,2,3

Por tanto,

d(s1,53) = [|5155] = [A] 5133l = [Ald(s1.2)-

Por tanto, tenemos que:

1 d(si,s2)  d(ry,m)

N d(si,s3)  d(ry,rs)

2.8. Relacién de Ejercicios

Para ver ejercicios relacionados con este tema, consultar la seccién 5.2.
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3. Hipercuadricas afines

Definicién 3.1. Sea A™ un espacio afin, y R un sistema de referencia. Definimos
una hipercuddrica afin real H como:

H:{pEA : (1,%)6-(}%):0}

) € S+1(R),donde a € R, z € Ry C € S,(R) \ {0}.

al 2t

dondeC:(Z C

A la matriz 6 la llamaremos la matriz asociada a H en R.

Sea ahora pg = (z1,...,2,)" 2 = (21,.. ., 2,)' ¥y C = (¢ij)ij=1,..n, CON Cij = Cj;
por ser C' € §,(R) \ {0}. Veamos en primer lugar que H estd muy relacionado con
las formas cuadraticas vistas en Geometria II:

s (24 ()~ 1)

=a+prz + 2'pr + PrCpr = a + 2piz + PR Cpr

donde tenemos que pk,Cpr era la forma cuadritica asociada a la métrica definida
por la matriz C' en la base B.

Andlogamente, tenemos que H se corresponde con una ecuacién cuadratical, que
resulta menos abstracto:

0=a+ Qp%z —i—p%CpR =

21 Ci1 *+ Cin T
=a+2(xy,...,T,) : + (21, .., xp) oo : =
Zn Cln - Cnn Tn
n n
=a+2 E Z2iTi + E Cij iy
i=1 ij=1

Ejemplo. Sea A" un espacio afin, y R un sistema de referencia. Encontrar la ecua-
cion cuadratica de la hipercuddrica H, cuya matriz asociada en R es la siguiente:

111 2
A= 1]0 1
211 1

Tenemos que H = {(z,y)r € A | y* + 22y + 2z + 4y + 1 = 0}.

'Recordemos que una ecuacién cuadrética es, simplemente, un polinomio de grado 2.
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3.1. Cambio de sistema de referencia e hipercuadri-
cas

Como hemos visto, las hipercuadricas se han definido segin un sistema de refe-
rencia R; por lo que es logico preguntarse como se ven modificados si dicho sistema
de referencia cambia.

Ademas del sistema de referencia R = {pg, B} que se ha considerado para definir
una hipercuddrica, sea R’ = {p, B’} otro sistema de referencia tal que:

M(Id4, R, R) = (H%) A= M(B,B)

Entonces, tenemos que:
-« <+) (4)-
(T ) (5 (
( atlz]s Zt gc ) (
I

1 p’R’

i) () -
i) () -

Z'A+VCA 1y
AtCA PR o

a+ btz —|— 2t 4+ bCh
Atz 4+ A'Ch

o (2 ()

Por tanto, se tiene que:

PR
7 R/
a ’R’

a=a+bz+2b+0Ch
7= ANCb+ z)

3.2. Clasificacién de hipercuadricas euclideas

Dada una hipercuddrica euclidea, nuestro objetivo es encontrar un sistema de
referencia en el que la ecuacion cuadratica sea facil de identificar, pudiendo entonces
clasificarla.

Definicién 3.2. Sean (', 5 dos hipercuadricas de R™. Decimos que C; y Cs son
equivalentes si existe una biyeccién f : R™ — R” tal que f(C;) = Cs.

La siguiente proposicién es de demostracion sencilla, ya que la composicién de
biyecciones es una biyeccion, y la inversa de una biyeccion es una biyeccion.

Proposicion 3.1. Sea A un espacio afin. En el conjunto de todas las hipercuddricas
de A, la relacion “ser equivalente a” es una relacion de equivalencia.
)

En esta seccién nos vamos a centrar en clasificar las hipercuadricas euclideas
mediante cambios de sistema de referencia, que son biyecciones.
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Por el Teorema de Sylvester visto en Geometria II, como C' es simétrica, tenemos
tal que A'‘CA = D, con D diagonal:

que 3B’ base ortonormal de

D=A'CA =

(8]

Tnq

_Tn1+1

“Tnitng

0

donde r, > 0 para todo k = 1,...,n7 + ny. Ademads, veamos que se puede elegir b
de la forma que z (que también define la hipercuéddrica) tenga sus primeras ny + ns
coordenadas nulas.

Por tanto, hay un sistema de referencia ortonormal R’ tal que H viene dada por:

a 0 0 Zni4na+1 Zn
™
0
Ty
—r
t ni1+1
O - (].,pR/) (
0
~Tni4ng
Zni+na+l 0
Zn 0
donde r; > 0 para todo k = 1,...,n; 4+ no. Distinguimos ahora en funcién de si z
es nulo o no:
~ ~ =
1. El vector columna z es nulo, z = 0
En este caso, si p, = (s1,...,5n), los puntos de H cumplen:
2 2 2 2 .~
7’181 + T + Tnlsnl - Tn1+1sn1+1 - Tn1+n28n1+n2 = —a
donde r, > 0 para todo k = 1,...,n1 + no. Ademas, podemos suponer que

el nimero de coeficientes positivos es mayor o igual que el nimero de valores
negativos, cambiando de signo la igualdad si hiciese falta. Ademas, si a # 0,
podemos dividir entre a de forma que esté igualado a +1. Por tanto, haciendo
esos cambios tenemos que:

2 2 2 2
Rysi+ -+ Rys,, — R85, — Rs) = ¢

donde los R; son nimeros positivos, m > Y2y e € {—1,0,1}.

Por tltimo, veamos que si € = 0, podemos dividir entre R; de manera que el

coeficiente de s7 sea 1.
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~ ~ , =
2. El vector columna z no es nulo, z # 0:

~ ~ ~ g .
Ya que W' = (Znyinptts---,2n)5 # 0, ampliamos a una base ortonormal
de R"=(m+m2) dada por B2 = {en tnys1s---;€n}, CON €, = ”%” Por tanto,

consideramos el sistema de referencia R” tal que:

1| 0o |o
M(Ida,R",R') = | 0 Lnjsn, | O
0, 0 |B

donde B = M(BZ,B) v B son los n — (nq + ny) tltimos vectores de B'.

Como en este caso b = 0, tenemos que 2 = B' = (0,...,0, [Jw])*. Por tanto,
en R” tenemos que H viene dada por:

a 0 0 0 - |l
™
0
Tnq
—Tni+1 1
O: 1, t// o ( )
(1, Prn) 0 PRy
—Tni4ns
0 0
[w]] 0

Por dltimo, veamos que hay un cambio de origen del sistema de referencia de
manera de manera que la matriz es idéntica a excepcién de que a = 0.

Sea el sistema de referencia R tal que:

M(Id4, R",R") =

_ 0 0
a=a+0,....;0,) [ - | +0,....|lwl) =
[Jw] b
=G+ 2] =0 = b, = -
2]
Por tanto, si p&., = (t1,...,t,), los puntos de H cumplen:

2 2 2 2 _
ity et — a1l 1 — Tratna g ng T 2||w||tn =0
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donde rp > 0 para todo k = 1,...,n; + ny. Ademads, podemos suponer que
el nimero de coeficientes positivos es mayor o igual que el niimero de valores
negativos, cambiando de signo la igualdad si hiciese falta.

Por ltimo, pasamos el término +2||w||t, al término de la derecha, y dividimos
entre F||w||. De tal forma, tenemos que queda:

Rit] + -+ Ropt2, — Ryaton — Rit] =21,
donde los R; son nimeros positivos, m > Y2y [ < n.
Por tanto, de toda la discusién en esta seccion tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2. Sea H una hipercuddrica de un espacio afin euclideo ™. Entonces
existe un sistema de referencia euclideo en el cual la ecuacion cuadrdtica que define
a H en ese sistema de referencia es de una de las siguientes formas:

1. Ryx} + -+ + Rya?, — Rypia2, ., — Ria? = ¢, donde R; > 0 Vi, m > U2y
e€{-1,0,1}. Ademads, sie =0 se tiene que Ry = 1.

2. Rya? + -+ + R,2? — Rm+1xm+1 Rl:r;l = 2x,, donde R; > 0 Vi, m > 2y
I <n.

3.2.1. Clasificacion de las conicas

En esta seccidon, vamos a clasificar las hipercuadricas en el plano euclideo, tam-
bién llamadas cénicas. Estas son las conocidas elipses, hipérbolas, etc?.

Todas las conicas se pueden visulizar graficamente en el siguiente applet de Geo-
Gebra: https://www.geogebra.org/m/wpacurtc.

Usando el Teorema 3.2, podemos hacer la distincién de los posibles casos. Note-
mos que, como R; > 0 para todo 7,y f : R+ — R* dada por f(z) = 1 es biyectiva,
notemos que es indiferente poner R; que ( R,) Por tanto, los dlstmtos €asos son:

1'2 y2

Tenemos que no es posible, por lo que H = ().

2 2
x y:
2. — —|— b_2 =1.
Se trata de una elipse con semiejes a y b. Tenemos que sus puntos de corte con
los ejes son:

r=0=—y==b
y=0=—= 2= =a

Su representacién se puede ver en la Figura 3.1.

2El lector posiblemente las conozca de dibujo técnico, etc. No obstante, estas figuras del plano
matematicamente simplemente se definen como los puntos del plano que cumplen cada ecuacién.
Mas adelante veremos que existen determinados elementos de importancia, como puede ser los
focos, ejes, etc; aunque posiblemente el lector ya conozca de su existencia.
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(0,0)

(0’ _b)

Figura 3.1: Elipse.

R
3. — + i 0.
Tenemos que es un unico punto, el origen: H = {(0,0)}.
2 2
R AR
a?  b?

Se trata de una hipérbola. Calculemos sus puntos de corte:

r=0=y==b
y=0=7%

Por tanto, tan solo corta al eje Y. Calculemos sus asintotas oblicuas®. Tenemos

que y = f(z) = £by/1 + %. Si la asintota oblicua es y = mx + n, calculamos

im/y+ﬂ
f( = lim +b —+—

=00 I T—00
2 by 2
n = lim f(x)— mx—llmj:b\/1+x—$— lim +b \/1+$—2—£]:
T—$00 z—00 a Z—00 a a
ﬂﬁ+gg%

Por tanto, tenemos que tiene dos asintotas oblicuas, y = iga:. Estéa represen-
tada en la Figura 3.2.

2 2
x

S
a> b
Se trata también de una hipérbola. Calculemos sus puntos de corte:

{sz:ﬂ

y=0= 2= =*a

Por tanto, tan solo corta al eje X. Ademas, tiene las dos mismas dos asintotas
oblicuas, y = j:gm. Esté representada en la Figura 3.3.

3 Aunque este concepto no se haya introducido en la carrera de Matem4ticas, se da por conocido
de Bachillerato solo con el objeto de hacer ver que se trata de una hipérbola
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Figura 3.2: Hipérbola que corta al eje Y.

Figura 3.3: Hipérbola que corta al eje X.
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Figura 3.5: Par de rectas paralelas.

6. LY
a0

Tenemos que:
2 2

0= =G Gry)

Por tanto, se trata de un par de rectas secantes; representadas en la Figura
3.4.

2
x
a
Tenemos que no es posible, por lo que H = ().

-1
a2
Tenemos que:

> =a>= 1 =+a

Por tanto, se trata de un par de rectas paralelas; representadas en la Figura
3.5.

— =0.
a2
Tenemos que:

=0=21=0

Por tanto, se trata de una recta (doble); representada en la Figura 3.6.

.’172

10. = 2y.
Tenemos que:
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€Tr =

Figura 3.6: Recta (doble).

Figura 3.7: Parabola.

Por tanto, se trata de una parabola; representada en la Figura 3.7.

3.2.2. Clasificacion de las cuadricas

En esta seccién, vamos a clasificar las hipercuadricas en el espacio euclideo,
4

también llamadas cuadricas®.
Todas las cuddricas se pueden visulizar graficamente en el siguiente applet de
GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/bvgwetxk.
Usando el Teorema 3.2, podemos hacer la distincién de los posibles casos. Note-
mos que, como R; > 0 para todo i, y f: Rt — R* dada por f(z) = :%2 es biyectiva,
1

notemos que es indiferente poner R; que ALk Por tanto, los distintos casos son:
T

1’2 y2 22

Se trata de un punto, el origen. H = {(0,0,0)}.
2 2 2

)

Se trata de un elipsoide de semiejes a,b y c.

Vemos facilmente que los cortes con cada plano son elipses.

2 2 22
No es posible, por lo que H = ().
2 2 2

S )

a2 b2 2

4Estas posiblemente serdn menos conocidas para el lector, pero son las equivalentes en el espacio.
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Se trata de un cono eliptico. Tenemos que:

72 . g 22
a> b 2

Por tanto, para cada valor de z, tenemos una elipse que crece de tamano

conforme lo hace |z|. Ademads, para z = 0 tenemos un unico punto, el origen.

Veamos ahora los cortes con los planos z =0 e y = 0:

Por tanto, tenemos que son dos rectas en cada caso.

1'2 y2 22

a2 b2 e

Se trata de un hiperboloide reglado o de una hoja. Tenemos que:

2 2
v_,, 7

22
a2 e 2

_l_

Por tanto, para cada valor de z, tenemos una elipse que crece de tamano
conforme lo hace |z|. Ademds, para z = 0 también tenemos una elipse.

Veamos ahora los cortes con los planos © =0 e y = 0:

2 2
Yy z
.172 22

Por tanto, tenemos que en cada caso es una hipérbola que no corta al eje Z.

Veamos ahora por qué se llama “reglado”. Tenemos que:

2 2 2

a? 2 b2 a ¢/ \a ¢ b b

z— = 1
L = (E ) ()= (1D (- = G-2) _(
b
Por tanto, tenemos la siguiente familia de rectas:

Por ello, se llama hiperboloide reglado, ya que estd formado por una familia
de rectas.

1'2 y2 2’2

S A

a2 b2 ¢
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10.

11.

Se trata de un hiperboloide eliptico o de dos hojas. Tenemos que:

332 y2 22

2 - tTa

Por tanto, para cada valor de z tal que |z| > ¢, tenemos una elipse que crece de
tamano conforme lo hace |z|. Ademds, para z = +¢, tenemos un unico punto.
Para z €] — ¢, ¢[, tenemos que no existe ningtin punto de la cuadrica.

Veamos ahora los cortes con los planos z =0 e y = 0:

2 2

_ y = _
2 2
x z

Por tanto, tenemos que en cada caso es una hipérbola que corta al eje Z y no
corta a los otros ejes.

1.2 y2
S+ =0.

Tenemos que H =z =y = 0, por lo que se trata de una recta.

1’2 y2
StE=1

Para cada valor de z tenemos la misma elipse, por lo que se trata de un
cilindro eliptico.

2 2
%+%:4.

No es posible®, por lo que H = 0.
2y
a? b2

Tenemos que:

=0.

GG o=

Por tanto, tenemos que son dos planos. Ademas, su interseccion es la recta
x =1y = 0; es decir, el eje Z.

Por tanto, son dos planos secantes.

2 2

x

r_Yv

a?  b?

Por tanto, para cada valor de z, tenemos la misma hipérbola que no corta al

eje Y.

Se denomina cilindro hiperbélico.

SEsta cuddrica también se denomina cilindro imaginario
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12.

13. &

14. &

x
15.

16.

17.

2 2
x

S Y

a?  b?

Por tanto, para cada valor de z, tenemos la misma hipérbola que no corta al

eje X.

En este caso también se denomina cilindro hiperbélico.

2
En este caso tengo = = 0; por lo que es un plano (doble).

2

En este caso tengo x = =+a; por lo que es un par de planos paralelos.

2
No es posible, por lo que H = ().

x2 y2
?+b_2 :22.

Se trata de un paraboloide eliptico.

Para cada valor de z > 0, tenemos una elipse que crece de tamano conforme
lo hace z. Para z = 0 tenemos un tnico punto, el origen; y para z < 0 tenemos
que no es posible.

Veamos ahora los cortes con los planos z =0 e y = 0:

2 2
) Y
Xz b2 z z 2b2
x? x?
4 a? ‘ “ T

Por tanto, tenemos que son dos pardbolas en cada caso.

12 y2

Se trata de un paraboloide hiperbdlico.

Para cada valor de z > 0, tenemos una hipérbola que corta al plano y = 0 que
con valores de los semiejes distintos.
z2=0
Para z = 0, tenemos dos rectas secantes, r = { b
y==x.x

Para cada valor de z < 0, tenemos una hipérbola que corta al plano x = 0 que
con valores de los semiejes distintos.

Veamos ahora los cortes con los planos © =0 e y = 0:
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x? x?

a? 2a?
Por tanto, tenemos que son dos parabolas en cada caso, una concava hacia
arriba y otra céncava hacia abajo.

2

x
18. —

a2
Para cualquier y, se tiene que:

= 2z.

Es decir, tenemos que es siempre la misma parabola. Se denomina cilindro parabdlico.

3.3. Relacién de Ejercicios

Para ver ejercicios relacionados con este tema, consultar la seccién 5.3.
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4. Espacio Proyectivo

En el presente tema, vamos a estudiar el espacio proyectivo, que es de gran
utilidad para trabajar con perspectiva.
En lo que sigue, V(R) es un espacio vectorial real de dimensiéon dimV =n + 1,

n € N, y consideramos V* = V' \ {6)}

Definicién 4.1 (Espacio Proyectivo). En V* definimos la siguiente relacién de equi-
valencia:
v ~ Uy <= IXER" | v = Ay

Definimos el espacio proyectivo de dimensién n, notado por P™(V), como el
espacio vectorial cociente mediante la relacién de equivalencia ~ descrita:

PYV) =V ~=A{[v] [v eV}
Consideramos ademas la proyeccion al cociente, denotada por m:

T V¥ — P™(V)
vo— [v]

Veamos qué puntos forman la clase de equivalencia de v € V*:
(] ={vg € V" |v~vo} ={ v | AeR*} = (L{v})"

Por esta razén, los puntos [v] de P(V') son referidos como rectas vectoriales o direc-
ciones de V.

Notacién. En el caso de V = R el espacio P(R"!) se denota por P".

Observacion. En la asignatura de Topologia I, se ha visto que P" =2 §"/R, donde R
es la relacion de equivalencia que identifica los antipodas de S™:

TRy <=y =tz

Aunque en Geometria no se van a tratar homeomorfismos, si el lector conoce
dicho concepto es de utilidad entender que P" es homeomorfo a S™/R.

4.1. Subespacios Proyectivos
En esta seccién, dado X C P(V), notaremos por X al conjunto
X =7 '(X)U {ﬁ} .
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Definicién 4.2 (Subespacio Proyectivo). Sea el espacio proyectivo P(V') y un sub-
conjunto X C P(V). Diremos que X es un subespacio proyectivo (o una variedad
proyectiva) si el conjunto X es un subespacio vectorial.

La dimensién de X se define por:

dim X = dim X — 1.

Observacién. Por convenio, dim () = —1.

Al igual que ocurria con la geometria afin o vectorial, los subespacios proyectivos
de dimension 0, 1,2 y n— 1 tienen un nombre especial. Sea X C P(V') un subespacio
proyectivo, tenemos que:

» dim X = 0: Punto proyectivo.

dim X = 1: Recta proyectiva.

dim X = 2: Plano proyectivo.

dim X = dim P(V') — 1: Hiperplano proyectivo.
Veamos la dimensién de P(V'). Puesto que 7~} (P(V))U {ﬁ} =V, tenemos que:

dimP(V) =dimV —1

Como la aplicacién 7 es sobreyectiva, tenemos que 7(X*) = (7 (X)) = X
para cualquier X C P(V). Por tanto, cualquier subespacio proyectivo X es de la
forma X = 7(X™) para cierto X* C V*.

Proposicién 4.1. Sea U C V un subespacio vectorial de V' de dimension dimU > 1.
Entonces, 1(U*) es un subespacio proyectivo de P(V).

Demostracién. Probaremos que 7! (w(U*)) U {6)} =U.

D) De forma directa, tenemos que U* C 7 (7(U*)), por lo que:

U=U"U {ﬁ} c Y (m(U)) U {ﬁ}

C) Seawv € 7 Y(x(U*)) U {ﬁ} Siv # 6>, entonces [v] = [w] para cierto w € U*.
Por tanto, v = A\w para cierto A € R*. Por tanto, v € U*.
Por tanto, 7~ (7(U*)) U {6)} cU.
O

Observacidn. En esta seccién, hemos visto que cada subespacio proyectivo X tiene
asociado un tnico subespacio vectorial X tal que X = m(X*). Por tanto, de ahora
en adelante sera habitual referirse a X como el subespacio vectorial asociado a X,
y determinar X sera equivalente a determinar X.
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Operaciones entre espacios proyectivos

En esta seccion vamos a definir, al igual que en el caso vectorial y afin, las
operaciones de interseccién y suma de subespacios proyectivos.

Proposicién 4.2 (Interseccién). Sea P™(V') un espacio proyectivo, y sean X,Y C
P (V') dos subespacios proyectivos. Entonces, X NY es vacio, o bien es un subespacio
proyectivo de P(V') con:

Demostracion. Tenemos que:

Definicién 4.3. Sea C C P(V). Llamamos subespacio proyectivo generado por C,
notado por (C'), al menor subespacio proyectivo que lo contenga. Es decir,

(C) = ﬂ{X D C'| X es un subespacio proyectivo}
Proposicién 4.3. Sea C C P(V) un subconjunto no vacio de P(V'). Entonces:
(€)= £{= ()}
Demostracion. Probaremos que (C) =7 (L{x~(C)}"):
C) Como 7 1(C) C L{x"(C)}, tenemos que C © (7 (C)) C 7 (L{=1(O)}),

donde en (x) se ha empleado que 7 es sobreyectiva. Por tanto, como (C') es el
menor subespacio proyectivo que contiene a C, tenemos que

(C) crm(L{mHO)}")

D) Sea X un subespacio proyectivo que contiene a C, es decir, C' C X. Entonces,
m1(C) c 7 H(X) € X, por lo que £{r1(C)} € X, ya que X es un subespa-
cio vectorial y contiene a 7~(C). Por tanto, m (£ {7~ (C)}") C m(X*) = X,
y como X es un subespacio proyectivo arbitrario que contiene a C'; tenemos
que:

T (L{7(O)}") C (C)

Definimos entonces la suma de subespacios proyectivos como sigue:

Definicién 4.4 (Suma). Sean X,Y C P(V') dos subespacios proyectivos. Definimos
la suma de X e Y como:
X+Y=(XUY)

Proposicion 4.4. Sean X,Y C P(V') dos subespacios proyectivos. Entonces:
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Demostracion. Tenemos que:

X+Y=(XUY)= ﬂ{Z D (X UY) | Z es un subespacio proyectivo}

Por tanto, X+Y= N{Z > (XUY) | Z es un subespacio vectorial}. Por tanto,

—~—

X +Y = X +V. Otra forma de verlo es como sigue:
X1V =£{r'Xuy) =2{r ' (X)Uur' )} =X+V
]

Una vez definida la suma y la interseccién, tenemos la siguiente férmula de las
dimensiones, andloga al caso vectorial:

Proposicién 4.5 (Férmula de las dimensiones). Sean X, Y C P(V) dos subespacios
proyectivos. Entonces:

dim(X +Y)+dim(X NY) =dim X +dimY
Recordamos de que si X NY = (), entonces dim(X NY) = —1.
Demostracion. Usando la férmula de las dimensiones vectoriales, tenemos:
dim(X +Y)+dim(X NY) =
:mmd?36—1+&m(Aih—1=
= dim(X +Y) -1+ dim(XNY) -
—dim X +dimY — M—l—i—W
=dim X +dimY
O

El siguiente resultado nos es 1til para determinar cuando dos subespacios pro-
yectivos son iguales:

Proposiciéon 4.6. Sean X,Y C P(V) dos subespacios proyectivos. Si X C Y,
entonces dim X < dimY.
Ademds, si dim X = dimY, entonces X =Y.

Demostracién. Sea X C Y. Entonces, 771(X) C 7= }(Y), por lo que, X C Y. Por
tanto, dim X < dimY’, por lo que:
dimX =dimX —1<dimY — 1 =dimY
Si dim X = dimY, entonces dim X = dimY. Por tanto, X = BN/, por lo que
X=Y. O

Ejemplo. Sean dos rectas proyectivas X, Y C P?(V) en un plano proyectivo. En-
tonces:
dm(X +Y)+dim(X NY)=dmX +dimY =1+1=2

Ademds, como X +Y C P%(V), tenemos que dim(X + Y) < 2. Por tanto:
dim(XNY)=2—-dim(X+Y)>2-2=0

Por tanto, como dim(X NY) > 0, tenemos que X NY # (). Es decir, dos
rectas proyectivas en un plano proyectivo siempre se cortan. Vemos que la geometria
proyectiva es un ejemplo de geometria no-euclidea.
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4.2. Coordenadas Homogéneas

Sea B una base de V" y consideramos v € V*. Sea v = (zo, ..., Z,)5-
Definimos las coordenadas homogéneas de [v] € P(V') en la base B de V' como
las coordenadas de dicho v en B:

W] = (w0t an)s
Notemos que, como [v] = [Av], A € R*, dichas coordenada son tinicas salvo factores
de proporcionalidad, por lo que:
W={Mw|AXeR}={(Azg: - : Ax,)5 | A € R}

[ e ,
Ademas, como v # 0, tenemos que las coordenadas homogéneas no son todas nulas.

Definicién 4.5. Llamaremos coordenadas homogéneas usuales (o canénicas) de un
punto [v] € P" a las coordenadas de v en la base usual B, de R""!.

Una vez se han definido las coordenadas homogéneas, se pueden entonces definir
las ecuaciones implicitas y paramétricas de un subespacio proyectivo:

Definicién 4.6 (Ecuaciones Paramétricas e Implicitas). Sea X C P(V') un subespa-
cio proyectivo y B una base de V. Entonces, las ecuaciones parmétricas (respectiva-

mente implicitas) de X en la base 3 son las ecuaciones parmétricas (respectivamente
implicitas) que definen al subespacio vectorial X en la base B.

Ejemplo. Seap=(1:2:3), ¢=(0:1:2) € P2 Calcular la recta proyectiva que
une ambos puntos.
Tenemos que p = [(1,2,3)], ¢ = [(0,1,2)]. Entonces:
ptq= 7T<<£{<17 2, 3)7 (07 1, 2)}>*)
Por tanto, tenemos que:

(x:y:2)€p+q<—= (z,y,2) = a(1,2,3) + 5(0,1,2)

Es decir, las ecuaciones paramétricas de p + ¢ son:

=«
y=2a+f a,BeR
2z =3a+ 23

La ecuacién implicita es:
1 0 =z
21 y|=0=x+2y—=z
3 2 z
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4.3. Proyectividades

En esta seccién, vamos a estudiar un tipo de aplicaciones entre espacios proyecti-
vos, llamadas proyectividades, que son anédlogas a las aplicaciones lineales en el caso
vectorial o a las afinidades en el caso afin. En lo que sigue, sean Vi, V5 dos espacios
vectoriales reales, y consideramos P(V}), P(V3) los espacios proyectivos asociados.
Notamos por 7, T2 a las proyecciones al cociente de Vi* y V5 respectivamente.

Definicién 4.7 (Proyectividad). Diremos que una aplicacién f : P(Vi) — P(V3) es
una proyectividad si y solo si existe f : 1}, — V5 lineal e inyectiva tal que

Diremos que fves la lineal asociada a f.

v —L v

Lok

P(Vi) —L P(V)

Notemos que se pide que sea inyectiva para poder proyectar, ya que para v # 0,
entonces f(v) # 0. Ademds, como el proyectivo es el conjunto de rectas vectorlales
necesitamos que f lleve rectas vectoriales en rectas vectoriales, por lo que f debe
ser inyectiva.

Ademas, la lineal asociada a una proyectividad f es tunica salvo factores de
proporcionalidad, como se ve en el siguiente resultado:

Proposicién 4.7. Sea f : P(Vi) = P(Va) una proyectividad con lineal asociada f.
Entonces, si g es otra lineal asociada a f, entonces g = \f para cierto X € R*.

Demostracion. Sea v € V*. Entonces, por ser f una lineal asociada a f, tenemos
que f([v]) = [f(v)} Por ser g otra lineal asociada a f, tenemos que f([v]) = [g(v)].
Por tanto,

[Fw)] = G)] = 37 e R | Flv) = Ag(o)
Escogemos ahora w € V* linealmente independiente de v. Entonces,
flo+w) = fv) + f(w) = Mg(v) + Mug(w)
= Mg (V4 w) = Ay (g(v) + g(w))

Por ser ¢ lineal tenemos que, como {v,w} son linealmente independientes, sus
imagenes {g(v),g(v)} son linealmente independientes. Por tanto, A\y1w = Ay = Ay
Repitiendo este proceso para una base de V', tenemos que I\ € R* | f = )\g. n

Veamos nuestro primer ejemplo de proyectividad:

Ejemplo. Sea P(V') un espacio proyectivo. La identidad Id : P(V)) — P(V') es una
proyectividad, con lineal asociada Id : V' — V. Veamoslo:

Id([v]) = [v] = [Id(v)] YveV*
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Proposicion 4.8. Sean Vi, V5 dos espacios vectoriales reales, y consideramos una
proyectividad f: P(V}) — P(V,). Entonces, f es inyectiva.

Demostracion. Sea [v1], [vs] € P(V7) tales que f([v1]) = f([v2]). Entonces, por defi-

nicién de proyectividad, [f(vl)} = |:f(’l)2):|, por lo que f(v1) = Af(ve) para cierto

A € R*. Como f es lineal, tenemos que f(vl) = f(/\vg), y como fes inyectiva, tene-
mos que v; = Avg. Por tanto, [v;] = [vs], demostrando asi que f es inyectiva. O

La siguiente proposicion afirma que las proyectividades conservan la dimension:
Proposicién 4.9. Sea f: P(V}) — P(V3) una proyectividad, y sea X C P(Vy) un
subespacio proyectivo. Entonces, f(X) es un subespacio proyectivo de P(V3) con:

(%) =7x)

Ademds, dim f(X) = dim X.

Demostracion. Tenemos que:
1) = 1) 1ol e X} = {[Jw)] lve &} =m (F(X)) == ((F (X)) )

Como X es un subespacio vectorial, tenemos que f <X > es un subespacio vec-

torial, por lo que f(X) es un subespacio proyectivo de P(V3) con f/(\)?) = f()? )
Respecto a las dimensiones, tenemos que:

dim f(X) = dim f(X) -1 = dimf<)?> 1Y qmX —1=dimX

donde en (%) se ha empleado que dim f()? > — dim X. Veamos esto tltimo. Como ]7
es inyectiva y estamos restringiendo el codominio a la imagen, tenemos que tamién
es sobreyectiva. Por tanto, dim f (X ) = dim X. O]

Observacion. El contrarreciproco es también de gran utilidad, ya que si dos lineales
asociadas a proyectividades no son proporcionales, entonces dichas proyectividades
no son iguales.

Introducimos ahora el concepto de homografia, equivalente al de isomorfismo en
el caso vectorial:

Definicién 4.8 (Homograffa). Sea f : P(V1) — P(V2) una proyectividad. Diremos
que f es una homografia si y solo si f es un isomorfismo.

Usando que f, f son inyectivas, haciendo uso del diagrama de composicion de
las proyectividades, la siguiente caracterizacion de las homografias es de inmediata
comprobacion:

Proposicion 4.10. Sean Vi, Vs dos espacios vectoriales reales, y consideramos una
proyectividad f : P(Vy) — P(V3). Equivalen:

1. f es una homografia.
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2. f es una proyectividad biyectiva.
3. dim P(V}) = dim P(V%).
Veamos que la composicién de proyectividades es una proyectividad:

Proposicion 4.11. Sean Vi, Vs, V3 tres espacios vectoriales reales, y consideramos
proyectividades [ : P(V}) — P(Va) y g : P(Va) — P(V3). Entonces, go f es una
proyectividad.

Demostracion. Sea fla lineal asociada a f, y sea g la lineal asociada a g. Entonces,
g o f es lineal. Veamos que g o f es la lineal asociada a g o f:

(g0 N([) = 9 (D)) =g ([T@)]) = [37))] = [Go Dw)|  wew

4.3.1. Determinacién de una proyectividad

En esta seccién, vamos a ver como determinar una proyectividad. En primer
lugar, es evidente que determinar f es equivalente a determinar f, ya que f([v]) =

[f(v)] Por tanto, nos centraremos en determinar ]7

Definicién 4.9 (Independencia Proyectiva). Sea P(V') un espacio proyectivo, y sea
X ={[v1], ... [vgs1]} € P(V) un conjunto de k+ 1 puntos proyectivos. Diremos que
X es un conjunto de puntos proyectivamente independientes si y solo si dim(X) = k.
Equivalentemente, esto es si:

—

dim(X) =k +1=dimL{v1,...,Vk41}

Esto es equivalente a que {v,...,vx41} sea un conjunto de vectores linealmente
independientes.

En caso contrario, diremos que X es un conjunto de puntos proyectivamente
dependientes o alineados.

Buscamos ahora demostrar el Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva,
que nos informa de la unicidad de una proyectividad dada una serie de puntos
proyectivos independientes. Para ello, antes demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 4.12. Considerenos P™(V) y P™(V') dos espacios proyectivos con di-

mensiones dim P"(V) = n < m = dim P™(V’'), y sean {po,...,pn} C P*(V) y

{y,---,pl,} € P™(V') dos conjuntos de puntos proyectivamente independientes.
Entonces, eziste una proyectividad f : P"(V) — P™(V') tal que:

Si ademds n = m, entonces f es una homografia.
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Demostracion. Como 7,7 son sobreyectivas, sean vy, ..., v, € V*yv(,..., v, € V™
tales que:
7(vi) = pi, 7' (v}) = pi, i=0,...,n
Por ser ambos conjuntos de puntos proyectivamente independientes, tenemos que
{vo,...,v,} es un conjunto de vectores linealmente independientes de V. Ademss,
como dimV = n + 1, tenemos que {vg, ...,v,} es una base de V. Por tanto, por el
Teorema Fundamental del Algebra Lineal, Ellf: V — V' lineal tal que:

fv) =, i=0,...,n
No obstante, como [f(vl)} = [v]] = [\v]], tenemos que, para cada eleccion de
A € R* e =1,...,n, tenemos que existe una unica lineal fque cumple que:
Flv) = Al i=0,...,n

Por tltimo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que \g = 1, ya que, en
caso contrario, dividimos por Ay y obtenemos:

f(vo) = vg [v) = N\, 1=1,...,n

Ademds, como por hipdtesis {v{,...,v}} es un conjunto de vectores linealmente
independientes, tenemos que ]?es inyectiva, por lo que existe f una proyectividad
con lineal asociada f. B

Si n = m, entonces dim V' = dim V', por lo que f es sobreyectiva, por lo que f
es una homografia. O]

No obstante, esta no tiene por qué ser Unica, como se ve en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Sean P'(R) y P!(R) dos espacios proyectivos. Sean [vo], [v1] € P'(R) dos
puntos proyectivamente independientes y sean [v], [vj] € P'(R) otros dos puntos
proyectivamente independientes.

Sea f: PY(R) — P'(R) una proyectividad tal que:

Fd) =)= [fw)] =0

Por tanto, f es una proyectividad. No obstante, veamos que estas dos son lineales
asociadas a dicha proyectividad:

f(vo) = v f(v1) = vig(vo) = 2uy g(v1) = 30}

Veamos que ambas lineales no son proporcionales:

f(vo +v1) = v) + v} g(vg + v1) = 2ug + 3v]

Por tanto, fy g no son proporcionales, por lo que sus proyectividades asociadas
no son iguales. Por tanto, la proyectividad f no es unica.

Veamos ahora el siguiente teorema de gran importancia, que nos informa también
de la unicidad. No obstante, para ello necesitamos definir el concepto de sistema de
referencia proyectivo:
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Definicién 4.10 (Sistema de Referencia Proyectivo). Sea P(V') un espacio pro-
yectivo de dimensién n. Dados n + 2 puntos proyectivos {[vo], ..., [v.s1]} € P(V),
diremos que es un sistema de referencia proyectivo si y solo si todo subconjunto de
n + 1 puntos es proyectivamente independiente.

Teorema 4.13 (Fundamemtal de la Geometria Proyectiva). Sean P™"(V) y P"(V’)
dos espacios proyectivos n—dimensionales. Sean también {[vo], ..., [vns1]} € P™(V)
y{[vgls - -, [vhq]} € PM(V') dos sistemas de referencia proyectivos. Entonces, existe
una unica homografia f : P*(V) — P™(V') tal que:

fw]) =[], i=0,....n+1

Demostracion. Por la demostracion del teorema anterior, tenemos que una proyec-
tividad f tal que f([v;]) = [v}], i =0,...,n+1, viene asociada a una lineal inyectiva
f tal que: B B

f(Uo):U6 f(UZ>:>\ZU7{, Z':17...,TL
donde:

» B={uvy,...,v,} es una base de V, ya que son n + 1 vectores, y por ser parte
de un sistema de referencia proyectivo, son linealmente independientes.

» B = {vf,...,v,} es una base de V', ya que son n + 1 vectores, y por ser parte
de un sistema de referencia proyectivo, son linealmente independientes.

=\, eRY i=1,...,n.

Demostrar que existe una unica eleccion de \;, © = 1,...,n equivaldria a de-
mostrar que f es tnica. Para ello, como B, B’ son bases de V', V' respectivamente,
tenemos que:

n n
/ ) /
Unt1 = E HiV; Uny1 = § HiV; pi; pt; € R
i=0 i=0

Ademas, como todo subconjunto de n + 1 vectores es linealmente independiente
por ser sistemas de referencia, tenemos que p;, i # 0, Vi = 0,...,n, ya que en caso
contrario podriamos obtener una combinacién lineal de n 4+ 1 vectores que fuera
nula, contradiciendo la independencia lineal. Por tanto, tenemos que pu;, i € R,

Vi=0,...,n. Como f([vp41]) = [v},11] = [f(Vn41)], tenemos que:

J}v (Z Mﬂ%’) =pu ( u;%) i€ R”
i=0 i=0

Ademas, podemos super sin pérdida de generalidad que py = py, ya que se tiene

ue [v) | = |20, |. Entonces, uniendo el resultado anterior junto con la definicién
n+1 Bh + )

de f, tenemos que:

! (Z /M%) => pif (vi) = povh + D vy = <Z M§U§> p € R
=0 =0 =1 =0
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Por tanto, en coodenadas en B’ tenemos que:

(10, 1AL, -+ s i An) g = 1 (s 115 - -+ ) 0
Por la unicidad de las coordenadas en una base vectorial, igualando la primera

coordenada tenemos que u = po/uy, v por tanto p = 1. Por tanto, usando que

f([vn+1]) = [V}, 41] = [f(Vp41)], tenemos que:

1oV + i piAiv; = i 1703
=0

=1

Expresandolo en coordenadas homogéneas respecto de B’, tenemos que:

(ot A st )y = (Ho T 1y o )y

Por tanto, los valores de A; quedan fijados a las coordenadas de v/, ,,, Uni1,
teniendo que:

i :
A== 1=1,...,n
Hi
Como esta es la unica eleccion posible de \;, © = 1,...,n, tenemos que f es
Unica. ]

4.4. Relacion entre Geometria Proyectiva y Geo-
metria Afin

En esta seccion, vamos a ver céomo relacionar la geometria proyectiva con la
geometria afin. Lo estudiaremos en concreto para el espacio proyectivo P" y el espacio
afin R™*!, aunque el resultado es andlogo para cualquier espacio proyectivo y afin
de dimensién n y n + 1 respectivamente.

Sea la aplicacion afin inyectiva dada por:

7 R* —» R+
(T1,... ) — (Lixg, ... x,)

y la aplicacién proyeccién natural  : Rt — { 0 } — P". Consideramos ahora la

aplicacion ¢ = m o4 : R® — P™ dada por:
o(xy, .. xp) =712, ... xn) = [(L,xg, .., z0)] =12y 0o xy)B,

Veamos que ¢ es una aplicaciéon inyectiva. Sean x,y € R" tales que ¢(z) = ¢(y).
Entonces, por definicién de ¢, [(1,21,...,2,)] = [(1,41,...,¥n)], por lo que I\ € R*
tal que (1,z1,...,2,) = AM1,y1,...,Yn), y como las primeras coordenadas son 1,
tenemos que A = 1, por lo que x = y. Por tanto, ¢ es inyectiva, e incluye R™ en P".

Proposicién 4.14 (Hiperplano del infinito). Haciendo uso de la aplicacion ¢, po-
demos definir el siguiente conjunto, notado por H.:

Hoo :=P"\ (R") ={(yo : 91+~ :yn) €P" [ yo = 0}

Tenemos que Hy, es un hiperplano proyectivo de P™, denominado hiperplano del infinito.
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Demostracion. Veamos en primer lugar que dicha igualdad es cierta. Calculemos
p(R™):

eR") ={(1:yr - ya)s, | (1, yn) ERY
Como las coordenadas son tnicas salvo factores de proporcionalidad, multiplicando
por 3o € R* tenemos que:

eR™) ={(yo:y1: - Un)B, | Wor ¥, n) ERMY =
={(wo:yr:-1yn) €P" | yo # 0}
Por tanto, la igualdad es cierta, y tenemos que la ecuacion implicita de H,, es yo = 0.
Por tanto, H., es un hiperplano proyectivo de P". O

Proposicién 4.15. Dado S C R™ un subespacio afin de dimension k > 1, se tiene
que:

§::@(S)U{(O:vl:~--:vn)EIF’”|(vl,...,vn)eﬁ*}

es un subespacio proyectivo de P de dimension k. Ademds,
Seo := 85N Hy = {(0:1}1 Do twy) €P (v, 0) Eﬁ*}

es un subespacio proyectivo de P de dimension k — 1.

De manera intuitiva, esta proposicion nos dice que, dado un subespacio afin
S C R" de dimensién k > 1, el subespacio proyectivo S se puede ver como S (¢(.S)
es simplemente una inclusién en el proyectivo) junto con todas las direcciones de

. Ademas, S se puede ver como todas las direcciones de ? En particular, para
S = R", tenemos que P" se puede ver como R" junto con todas las direcciones de
R™.

4.4.1. Proyectivizacion de subespacios afines

En esta seccién, veremos cémo, dado un subespacio afin S C R" de dimension
k > 1, obtener el subespacio proyectivo S. Sea S = p+ S, con B={vy,...,v} una
base de ?

Sean las ecuaciones paramétricas de S en la base B las siguientes:

T P1 V11 U1k

T Dn Un1 Unk

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de S en la base B son:

Zo 1 0 0
I P1 V11 Uik

= Ao . +A1 . +oF A . A, A ER N €RT
Tn pn Un1 Unk
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De igual forma, si las ecuaciones implicitas de S en la base B son:

anx, + -+ appx, = by

A(n—k)1T1 ++ A(pn—k)nTn = bk
entonces, las ecuaciones implicitas de S en la base B son:

a i + -+ apr, = bz
A(n—k)121 + o A(n—k)ynln = bn—kx()

4.5. Teoremas de Pappus y Desargues Proyecti-
VOS

Ambos teoremas vistos en la Seccién 1.4 tienen su version proyectiva, que trata-
remos en esta seccion. Para tratar el Teorema de Desargues, es necesario antes dar
la siguiente definicién:

Definicién 4.11 (Tridngulo Proyectivo). Sea P(V') un espacio proyectivo. Dados
A,B,C € P(V), diremos que {A, B,C'} C P(V) es un tridngulo proyectivo si y solo
si {A, B,C} es un conjunto de puntos proyectivamente independientes.

Recordamos también que una familia de rectas {Ry,..., R,} C P(V) se dicen

n
concurrentes si 'y solo si [ R; # 0.
i=1
El Teorema de Desargues trata sobre triangulos perspectivos desde un punto y

desde una recta, por lo que introduzcamos ambos conceptos:

Definicién 4.12. Sea P(V') un espacio proyectivo. Dados dos tridngulos proyectivos
T = {A, Ay, A3} € P(V) y T = {A}, A, AL} € P(V), diremos que Ty T" son
tridngulos proyectivamente (o perspectivamente) equivalentes desde un punto O €
P(V) siy solo si:
O, A;, A} estén alineados Vi = 1,2,3
Definicién 4.13. Sea P(V') un espacio proyectivo. Dados dos tridngulos proyectivos
T = {A, Ay, A3} € P(V) y TV = {A}, A, AL} € P(V), diremos que Ty T' son
tridngulos proyectivamente (o perspectivamente) equivalentes desde una recta R C
P(V) siy solo si:
{A; + Aj, A} + A%, R} son concurrentes Vi, j = 1,2,3 i # j.

Teorema 4.16 (Desargues Proyectivo). Sea P(V') un espacio proyectivo. Dados dos
tridngulos proyectivos T = {A1, Ay, As} C P(V) y T" = {A|, A}, AL} € P(V), se
tiene que:

T y T son tridngulos proyectivamente equivalentes desde un punto < T yT' son tridngulos proyec
Y g Y

TERMINAR

4.6. Relacién de Ejercicios

Para ver ejercicios relacionados con este tema, consultar la seccién 5.4.

93



Geometria II1 4.6. Relacion de Ejercicios

94



5. Relaciones de Ejercicios

5.1. El Espacio Afin.

Ejercicio 5.1.1. Sea A = {p} un conjunto con un tunico elemento. Encuentra qué
ha de cumplir un espacio vectorial V' para que A pueda dotarse de estructura de
espacio afin de forma que V' sea su espacio de direcciones.

Por la segunda condicién de espacio afin, es necesario que exista una biyeccion
b
¢p + A — V. Por tanto, es necesario que 1 = |A| = |V|. Por tanto, se tiene que

A=v={o}.
Esto también esta demostrado en el ejemplo de la pagina 7.

Ejercicio 5.1.2. Sea V un espacio vectorial real. Se considera la siguiente aplicacion
$:V xV — V dada por ®(u,v) = 2u — v, que denotaremos por ®(u,v) = ud.
Estudiar si ® induce o no una estructura de espacio afin en V.

Consideramos u,v,w € V. Veamos que para dicha aplicacion no se cumple la
igualdad triangular:

W+ =2u—v4+20—w=2u+v—w#2u—w=u
Por tanto, no induce una estructura de espacio afin.

Ejercicio 5.1.3. En el espacio P2(R) de polinomios de grado 2 con coeficientes
reales, justifica si los siguientes subconjuntos son subespacios afines de Py(R). En
caso afirmativo, encuentra el subespacio afin paralelo que pasa por el polinomio
po(z) =1+ 2%

1. S={ad+ayx — 2% ap,a; € R}.
S = —2*+{ag+a17 | ag,a; € R} v —2?+{bo+a1x | by, a; € R} = —x*+L{1,z}

donde en (x) he aplicado que f : R — R dada por f(x) = 2* es una biyeccidn,
por lo que V af € R, J1by € R | ad = by.

Por tanto, si es un plano afin con variedad de direcciones £{1,z}.

El subespacio afin paralelo que pasa por el polinomio py(z) = 1 + 22 es:
S’ :p0‘|‘£{17$} = {1+$2+b0+a11’ | b07a1 € ]R}
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2. T ={p(x) € B(R) [ p(1) = 2,p'(0) = 1}.

Notando p(z) = ag + a1x + asz?, se tiene que las ecuaciones cartesianas son:
P0)=1=a
p(l)=2=av+a1+ay=a9=1—ay
Por tanto, p(z) = 1 — ay +  + asx® = 1 + x + ay(x? — 1), por lo que:
T={14+x+ay(z*—1)|as € R} =142+ L{z* — 1}

Por tanto, se trata de una recta afin con variedad de direcciones £(z? — 1).

El subespacio afin paralelo que pasa por el polinomio py(z) = 1 + 22 es:
T =po+ L{z> =1} = {1 + 2* + ag(2* — 1) | az € R}
Ejercicio 5.1.4. En el espacio Ms(C) de matrices cuadradas de orden 2 con coefi-

cientes complejos, justifica si los siguientes subconjuntos son subespacios afines de
M5 (C) y, en caso afirmativo, encuentra el subespacio afin paralelo que pasa por la
matriz ( 1 ! )

v 0

1. S={Aec My(C) | tr(A) =1+1},

Empezamos con el primer subconjunto. Tenemos que:

(2 ) om0 e

z3

10 > e
N {( 0 Z )_'_ ( ZZI} _il ) EM2(C) ‘ Z1722723 GC} =
_ (10 2 22
_(O i)+{(z3 _21>|21>22,Z3€(C}

Por tanto, si es un subespacio afin. El subespacio afin paralelo pedido es:

S'z(l. z)+{(21 2 )|zl,22,23€C}
i 0 zZ3 —21

2. T={A e My(C) | det(A) = 1}.
Supongamos que si lo es, y por consiguiente que es un espacio afin. Fijada
A= ( _01 _01 ) € T, tenemos la siguiente biyeccion:

pa: T — ?
B —» AB—DB—-A

Por tanto, tenemos que:

(o) =(00)- (0 5)=(0)
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?
1

Tv € ? Como ¢4 es una biyeccion, tenemos que I3C' € T tal que Tv =
C —A=— C =Tv+ A. Veamos el valor de C"

77 1 0 6 Ti
CZ7U+A:<W 7)+( 0 —1):(% 6)

No obstante, |C| = 36 — 49i* # 1, por lo que C' ¢ T, llegando a una contra-
diccién. Por tanto, no es un subespacio afin.

1 . . .
Por tanto, v = ( ; ) € 7; y €Omo ? es un espacio vectorial, tiene que

Ejercicio 5.1.5. Sean a,b : R — R funciones continuas. Definimos los siguientes
conjuntos:

V={feC'R)] f(z) +a(2)f(x) =0, Yz € R},
A={f € C'R) | f'(2) + a(2)f(z) = b(z), Yz € R},

donde C*(R) es el espacio vectorial real de las funciones de clase C'! sobre los reales.
Se pide lo siguiente:

1. Demostrar que V' es un espacio vectorial real.

Como tenemos que C*(R) es un espacio vectorial, comprobemos que V es un
subespacio vectorial suyo. Sean f,g € V:

a) Veamossi f+g e V:
(f+9) () +a(z)(f+g)(z) = ['(z)+d (x)+a(z) f(z)+a(z)g(x) = 0+0 =0
b) Veamos si, dado ¢ € R, se tiene que cf € V:
(ef) (@) + a(x)(cf)(x) = c[f'(x) + a(x) f(2)] = 0

Por tanto, V' es un subespacio vectorial real, y por tanto es un espacio vectorial
real.

2. Supongamos sabido que A # (0. Ver si A es un _e)spacio afin sobre V' cuando,
para cada par de funciones f,g € A, definimos fg = g(x)f(z).

En primer lugar, se ha de dar la igualdad triangular:

_>

19+ gh = g(2) f (@) + g(x)h(z) # h(z) f(x) = Fh
Por tanto, como no se da la igualdad triangular, tenemos que no es un espacio
afin sobre V. Para que lo fuese, tendria que ser fg = g(x) — f(x).

Ejercicio 5.1.6 (Producto de espacios afines). Sean A; y Ay dos espacios afines
sobre espacios vectoriales reales V; y V5. Se pide lo siguiente:

1. Demostrar que el producto cartesiano A; x A, es un espacio afin sobre V; x V5
cuando definimos:

(p17p2>(Q17QQ = (ZTQLJ@)

Veamos que - cumple las dos condiciones necesarias para que sea un espacio
afin:
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a) Comprobamos la igualdad triangular:

: — —
(]91;]92)(611,@25"‘(917Q2)(t1,t2j = (2_91—61_1>7I_32—q_§) + (qut1, gat2

— — (%)
= (]qu) +C]1t17292@ + qota) = (

) —
— —
1t1, pata) = (p1,p2)(t1, L2

donde en (x) he aplicado que V, V5 son, en concreto, espacios afines.
b) Comprobamos ahora que, fijado p; € Aj, pa € A, se tiene que la siguiente
aplicacion es biyectiva:
Pp1,po - A1X.A2 — %XV&
(1,2) > (p1,p2)(q1, Q2

Vemos ahora que, para ¢ = 1,2, la siguiente aplicacion es biyectiva:

()Opszl—>V;
%'—>]m

Tenemos ademas lo siguiente:

(p17p2)((h7q2 = (611,(]2) - (p17p2) = (Q1 —P1,492 —pz) = (]5?(1—1)72_92—(1_5)

Por tanto, tenemos que la funciéon queda como:

Pp1,ps2 ./41)(./42 — Vﬁ)VQ—>
(¢1,92) +— (p1qi,P232)

Esta es claramente biyectiva, por serlo en cada una de las variables.

2. Supongamos que dim(A4;) = m y dim(Ay) = n. Sea R; = {o;, B;} un sistema
de referencia en A;, ¢ = 1,2. Pongamos By = {uy,...,un}t y Bs = v1,...,0,.
Demostrar que el par Ry X Ry = {(01,02), 81 x By}, donde

By x By = {(u1,0), ..., (tun,0),(0,v1),...,(0,v,)},

es un sistema de referencia en A; x As. A partir de aqui concluir el siguiente
resultado: dim(A; x Ag) =n + m.

Para ver que es un sistema de referencia, hemos de ver dos aspectos. En primer
lugar, es necesario que el origen (01, 02) € A; X Ay, lo cual es evidente ya que
0; € A; para i = 1,2. Veamos ahora que B; X B, es una base:

(0,0) = ay(u1,0) + . .. @ (tm, 0) + b1(0,v1) + ... b, (0,v,) =
= (a1uy + -+ + Gy, bivy + .. byy) a;,b; € R
Por tanto, como ambas son una base en el respectivo espacio vectorial, tenemos
que a;,b; = 0, Vi, j, es decir, By x B es una base de V; x V5.

Por tanto, tenemos que R; X Ry es un sistema de referencia. Ademés, como
la base asociada tiene n + m vectores linealmente independientes, implica que

sty
dim A; x Ay = n + m y, por tanto, dim A; x Ay =n + m.
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3. Sea (p1,p2) € A1 X As. (Cémo se relacionan las coordenadas de (p1,ps) en
R1 X Rs con las coordenadas de p; en R;, ¢ = 1,27

Sea pig, = (ai,...,am) y pag, = (b1,...,b,). Entonces, por definicién de
coordenadas tenemos que p; = o1 +ajuy +- - - + a,,U,,. Andlogamente, tenemos
que py = 09 + byvy + - - - + b,v,. Por tanto, tenemos que:

(p1,p2) = (01 4 arus + - + A, 02 + brvy + .. byvy) =
= (01,09) + a1 (u1,0) + ... @ (Um,0) + b1 (0,v1) + ... b, (0,v,)
Por tanto, tenemos que (p1,p2)g, wr, = (@15 -+, Am; b1, .. ., by). Como podemos
ver, se concatenan las coordenadas.

Ejercicio 5.1.7. En R? consideramos el conjunto R = {ag, ai, as, az} formado por
los puntos:

ao=(1,2,1), a1 =(2,1,0), az=(0,1,0), az=(1,—1,2).

Demostrar que R es un sistema de referencia afin de R3. Calcular las coordenadas
afines del punto p = (0,0,0) en este sistema de referencia.

Consideramos los siguientes vectores:
aa; = (1,—1,-1)  agap = (=1,-1,—1)  apaj = (0,—3,1)

Para ver que esos tres vectores son linealmente independientes, comprobamos
que el siguiente determinante no es nulo:

1 -1 0 1 -1 0
—1 -1 =3 |=|-1 -1 =3|[=4-(-1-1)=-8+#0
-1 -1 1 0 0 4

Por tanto, tenemos que esos tres vectores son linealmente independientes, por lo
que los puntos de R son afinmente independientes, teniendo entonces efectivamente
que forman un sistema de referencia, con origen ay y base asociada la siguiente:
B = {aoai, aods, aoa;;}.

Veamos ahora las coordenadas de p en R:
ao(0,0, 0; =(-1,-2,-1) = byaoa; + batioas + baagas =

= bl(la -1, _1) + bZ(_lv -1, _1) + b3(07 -3, 1) =
= (b1 — by, —by — by — 3b3, —by — by + b3)

Por tanto, quedan las siguientes ecuaciones:

bl — bg = —1 bl = 1/8
—b1 — bQ — 3b3 = =2 — b2 = 9/8
—b1 —b2+b3 = -1 bg = 1/4

191
Por tanto, t =<5
or tanto, tenemos que pr (8,874)
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Ejercicio 5.1.8. Consideremos el punto p = (1,2, 3) € R3. Encontrar un sistema de
referencia R de R? de forma que pr = (1,0, 2). ;Es el sistema de referencia anterior
unico?

Sea py € R® y una base B = {v1, vy, v3}. Buscamos un sistema de referencia
R = {po, B} tal que pr = (1,0, 2). Tenemos que la férmula de cambio de sistema de
referencia es:

pr = (0)g + M(By, B) - pr,

Esto es:
1 z ar b o 1
O l=y |+ a b c 2
2 z as bg C3 3
Equivalentemente,
1\ (1[0 0 0y /1
1 |l zla b oo 1
0 | yla b ¢ 2
2 Z | as bg C3 3

Por tanto, tengo 12 incégnitas y 3 ecuaciones linealmente independientes. Por
tanto, el sistema de referencia no es tinico. Una posible solucién es usar B = B,, y
calcular el nuevo origen:

1 x 1
2 z 3
De forma que obtenemos z = 0,y = —2, 2 = —1. El sistema de referencia pedido es:

R ={(0,-2,—1),B,}

Otra posible solucién es usar como matriz de cambio de base, —Ids. De esta
forma, si B, = {e1,eq,e3}, tenemos que B = {—ej, —ey, —e3}. Asi, se tiene que
el nuevo origen tiene de coordenadas (2,2,5), por lo que otro posible sistema de
coordenadas que cumpla lo pedido es:

R =1{(2,2,5),{—e, —€3, —e3}}

Ejercicio 5.1.9. En R? consideremos los conjuntos R = {(1,1),(1,-1),(2,1)} y
R = {(17 2)7 (27 2)’ (27 0)}

1. Comprueba que son sistemas de referencia de R2.

Para que R sea un sistema de referencia, es necesario que {(1,1)(1, —19, (1,1)(2, 1

sea una base:

\ \

B = {(17 1)(17 _157 (17 1)(27 15} = {<Oa _2)7 (170)}

Como B es una base, tenemos que R es un sistema de referencia.

AN AN

Para R’, es necesario que {(1,2)(2,2), (1,2)(2,0)} sca una base:

\

B = {(1’ 2)(27257 (1’ 2)(2705} = {(170)7 (1’ _2)}

Como B’ es una base, tenemos que R’ es un sistema de referencia.

100

)

}



Geometria 111 5.1. El Espacio Afin.

2. Calcula las ecuaciones que representan el cambio de sistema de referencia de
RaR ylasde R aR.

Dado p € A, sean las coordenadas en ambos sistemas de referencia los siguien-
tes:

Pr = (ﬂf,y) Pr = (Svt)

Entonces, por definicién de sistema de referencia, tenemos que:

{p = (1,1)+2(0,-2) +y(1,0) = (1+y,1—22)
p = (1,2)+5(1,0)+4(1,-2) = (1+s+t,2—2t)

[gualando componentes, tenemos que:

14y = 1+s+t
1—22 = 2-2¢

Por tanto, tenemos que el cambio de variable de R’ a R es:

r o= 3(-1+21)
y = s+t

Matricialmente, tenemos que el cambio de variable de R’ a R es:

()= ) () ()

El cambio de variable de R a R’ es:

_ 1
{S = 1—§—x—|—y

3. Calcula las coordenadas del punto (0, 1) en los sistemas de referencia R y R’.

Sea (0,1)g = (z,y). Entonces, tenemos que:
(07 1) = (17 1) + l’((), _2) + y<170) = (1 + Y, 1 - 2‘1')

Por tanto, x = 0,y = —1. Es decir, (0,1)g = (0, —1).

Aplicando el cambio de sistema de referencia de R a R’, tenemos las coorde-

nadas que nos faltan: (0,1)z = (_%7 %)

Ejercicio 5.1.10. Sea C' = {(z,y) € R? | 2% + 3?> = 1} la circunferencia unidad de
R? y el sistema de referencia R = {(1,—1), (1,0),(2,0)} de R?. Calcula la ecuacién
de C en el sistema de referencia R.

Sea p = (r,y) € R?, y consideramos sus coordenadas en R, pr = (s, ). Entonces,

p=(z,y) = (1,=1) + s(1, =1)(1,0) + £(1, —1)(2,0) = (1, =1) + s(0, 1) + ¢(1,1)

101



Geometria 111 5.1. El Espacio Afin.

Por tanto,
r = 1+t
y = —1+s+1
Tenemos por tanto que:
peC =+’ =1<= 1+t +(-1+s+1)0*=1

Es decir,
C={(str ecR*| (1 +t)*+(-1+s+t)? =1}

Ejercicio 5.1.11. En un plano afin A se consideran dos puntos ay,as € A y una
base B = {e1,e2}. Sea también B’ = {e; + €2, €1 — e2}. Considérense los sistemas de
referencia R = {ay, B} y R’ = {az, B'}. Si el vector (aja3)s = (1, 1), calcula:

1. Las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de R a R’ y de R’ a R.

Como (ajas)g = (1,1), tenemos que ajas = as — a; = €1 + €. Por tanto,
tenemos que las coordenadas de aq,as en respectivos sistemas de referencia
son::

as = ay + e + e = (a2)r = (1,1)

a; =as —e; — ey — (a1)rr = (—1,0)

Ademas, las matrices de cambio de base son:
S (11 N 1(1 1

Por tanto, dado p € A, con pr = (z,y), prr = (8, 1), tenemos que las ecuaciones
de cambio de sistema de referencia de R’ a R son:

x o\ 1 n 1 1 S
y ) 1 1 —1 t
Las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de R a R’ son:
s\ (-1 n 1 1 1 T
t ) 0 2\ 1 -1 Y

2. Las coordenadas de a; y as en cada sistema de referencia.

Como hemos visto antes, tenemos que (az)r = (1,1), (a1)rr = (—1,0). Ademas,
tenemos que as = as+0y a; = a;+0, por lo que (az)r = (0,0), (a1)r = (0,0).
Es decir,

(a1)r = (0,0) (a2)r = (1,1)
(a1)r = (=1,0) (a2)r = (0,0)
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3. El valor de t € R para que el punto p de coordenadas pr = (t,2) esté alineado
con ay y as. ;Cudles son las coordenadas de este punto respecto de R’?
Tenemos que pr — (a1)r = j . Ademas, alag} )g = (1,1). Para que
los tres puntos estén alineados, ambos vectores han de ser proporcionales, por
lo que t = 2.

Usando las ecuaciones de cambio de sistema de referencia de R a R’, tenemos
que prr = (1,0).

(a1)r = (0,0)

Ejercicio 5.1.12. Sea R un sistema de referencia de un espacio afin tridimensional
A. Demuestra que R’ = {ag, aj, as,az} con

(ap)r = (1,0,1), (a1)r =(—1,0,1), (a)r =(1,1,1), (az)r = (2,1,2),

es otro sistema de referencia. ;Cudles son las coordenadas del origen de R en el
sistema de referencia R'?

Notemos R = {bo, b17 bg, bg} = {bo, B}, R/ = {a07 B/}
Veamos los vectores de la base asociada a R’, para saber si sus vectores son
linealmente independientes.Tenemos que:

(a1)r — (a0)r = (=2,0,0) = (aga})s
(a2)r — (ao)r = (0,1,0) = (aga3)s
(as)r — (a0)r = (1,1,1) = (aga})

apas)B
Como esos tres vectores son linealmente independientes, tenemos que R’ es un
sistema de referencia. La ecuacién de cambio de sistema de referencia de R a R’ es:

prr = (bo)rr + M(B,B')pr = (bo)r + M(B',B) 'pr =

1

20 1\~ Sy 0 1y
= (o) +| 0 1 1 pr=(bo)rr+| 0 1 =1 |pr
0 01 0 0 1

Usando p = ag (podriamos usar cualquier otro punto), tenemos:

0 /3 0 1/2 1 0
0 0 0 1 1 1

Por tanto, (by)grr = —(0,—1,1) = (0,1, —1).
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Ejercicio 5.1.13. Demuestra que toda recta afin de R? es la interseccién de dos
planos afines. ; Es cierta esta afirmacion en R", para cualquier n > 47

Sea la recta afin r = p+ £{u}. Extendemos la base de 7 a una base del espacio;
es decir, R® = L{u,v,w}, con los tres vectores linealmente independientes. Sean
ahora los siguientes planos:

m =p—+ L{u,v} o = p+ L{u,w}

Entonces m N = p + L{u}, por lo que se tiene.

Este razonamiento también es valido para R™, con n > 4. Esto se debe a que,
al extender a una base del espacio, tomamos R" = L{u,v,w,ey,...,e,}, donde
tan solo usaremos los tres primeros vectores para construir los dos planos descritos
anteriormente.

Ejercicio 5.1.14. Sean R un sistema de referencia de un espacio afin Ay S C A
un subespacio afin. Si S esta definido por las ecuaciones

1171 + a2 + - -+ ATy = by,
Am1%1 + Qoo + -+ + AppTy = by,

en el sistema de referencia R, entonces demuestra que las ecuaciones de ? vienen
dadas por
anzi + a2 + - - + app®y, = 0,

Am1T1 + Q2T + - -+ ATy = 0,

en coordenadas respecto de la base asociada a R.

Sea B la base asociada a R. Por ser S un espacio afin, tenemos que fijado un
punto p € S, existe una biyeccién ¢, : S — ? dada por ¢,(q) = ﬁ Por tanto,
dado v € S, se tiene que dg € S tal que v = @ Buscamos demostrar que, si
vg = (zﬁ) 5 = (z1,...,x,), entonces cumple las ecuaciones cartesianas descritas.

Tenemos que (x1,...,x,) = (ﬁ)g = qr — pr. Sean las coordenadas de p,q € S
las siguientes: gr = (¢1,...,¢4), pr = (dy,...,d1). Entonces, como ambos puntos
pertenecen a S, sus coordenadas en R cumplen las ecuaciones cartesianas dadas:

a11¢1 + ajace + -+ aipcy = by,
qeS, qr = (c1,...,¢,) =
Am1C1 + AmaCo + + +* + A Cp, = by,

aydy + ayads + - - - + aypd, = by,
pES,pR:(dl,...,dn>:>
amldl + am2d2 +---+ a'mndn = bma

Igualando los valores de b; para todo i € {1,...m}, tenemos:

a11€1 + a12C2 + - -+ a1 Cy = a11dy + ajpds + - - - 4 apdy,
Am1C1 + QpaCo + -+ QpnCn = Apady + apads + -+ + Gpndy,
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Llevando todo al término de la izquierda y sacando factor comin, tenemos:

CLH(Cl — dl) + CL12(CQ — d2) + -+ a1n<cn — dn) = 0,

m1(c1 — dy) + ama(ca —da) + -+ - + amn (¢, — dy) = 0,

Precisamente, tenemos que

(€1, @) = ()5 = qr —pr = (1 — i, ., ¢ — dn)

Por tanto, se tiene demostrado que las ecuaciones dadas son las ecuaciones cartesia-
nas de S respecto a B.

Ejercicio 5.1.15. Sea A un espacio afin con sistema de referencia R y S el conjunto
de puntos p € A tales que pr = (z1,...,x,) es solucién del sistema de ecuaciones

lineales
a1 71 + ajpxs + - -+ ATy = by,

Am1T1 + Q2T + -+ + AppZy = bmu

Demuestra que S es un subespacio afin de A.

Sea B la base asociada a R. Supongamos S # 0 (no se puede probar por falta
de informacion en el enunciado). Sea por tanto p € S con pr = (dy,...,d,), que
cumple las ecuaciones dadas. Consideramos g € S. Entonces, tenemos que:

QR_pR:(m)BEX

Sean las coordenadas de ]ﬁ las siguientes:

(P = (@), ) = (21,...,x0) — (di, ..., dy)
Veamos ahora que a;x) + a;xh + -+ + apxl, = 0 para todo ¢ € {0,...,m}:

ain Ty + apry + -+ apT, =
=an(r1 —di) + app(vy —do) + -+ + ajn(x, — dy,) =

Por tanto, tenemos que:

1171 + ajpxe + - -+ a1 Ty, = by,
S=q(x1,...,2,) =

Am1T1 + Q2T + - - + ATy = bmu

anl’ll + algx’z + -+ alnx;«L = O,
/ /
= (dy,...,dp)+ < (27,...,2))
/ / /
Am1T7 + AmaZy + -+ Amn T, = 0,

Hemos deducido que S es un subespacio afin, y tenemos las ecuaciones cartesianas
de ?

Ejercicio 5.1.16. Calcula la suma e interseccién de los siguientes subespacios afines

de R3:
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20 +2=1,

1. 5 :(1,2,—1)+£{(1,0,—2)}y525{ Loty 42— 4,

%
Calculamos en primer lugar un vector director de Sy. Sea Sy = £{(1,0,—2)}.
Ademéds, (1,2,—1) € S, por lo que Sy = (1,2, —1) + £{(1,0,—2)}.

Por tanto, S; = S5, y deducimos que:

S1NSy =5 =295 S1V S =5 =25

2. S =20 —y+32=1y S =(1,2,0)+L£{(~1,1,1)}.
Tenemos que 5_'>1 = L{(-1,1,1),(1,2,0)}. Ademéds, (1,2,1) € S;. Por tanto,

S1=(1,2,1)+ £{(-1,1,1),(1,2,0)}

S S
Ve_a>m0isi (1_,>2, 1)(1, 2,05 € S + Ss. Tenemos que (1,2, 1)(1,2,05 =(0,0,-1),
y S1+S8y =51 = L{(-1,1,1),(1,2,0)}. Como los tres vectores son linealmente
S S
independientes, tenemos que (1,2,1)(1,2, Oj ¢ S + S, por lo que

SlﬂSQZQ)

Graficamente, esto era esperable, ya que Sy es paralelo a S; pero difieren en
un punto (1,2,0) € Sy \ Sy, por lo que no se cortan.

Calculemos ahora la suma:
SIV Sy = (1,2,0) + £{(0,0,—1), (=1, 1, 1), (1,2,0)} = (1,2,0) + RS — R?

Por tanto,

SlﬂSQI(Z) Sl\/SQIRg

3.9 =(=1,0,1) + £{(1,1, 1)} y So = (1,1,1) + £{(-1, -1, —1)}.

- =
En primer lugar, notemos que S; = Sy, por lo que S;|Ss.

: = = =
Tenemos que (—1,0,1)(1,1,1) = (2,1,0) ¢ S;+S5 = Sy. Por tanto, $;NS, = 0.

Calculemos ahora la suma:

Sy V Sy = (1,1,1) + £{(2,1,0),(1,1,1)}

Por tanto,

S1NSy=0 S vSy=(1,1,1)+£{(2,1,0),(1,1,1)}

Graficamente, estos resultados eran de esperar. Son dos rectas paralelas y no
coincidentes, por lo que su interseccion es nula y la suma es el plano que las
contiene.
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4. S1=2x—y+z2=1y S =(1,2,3) + L£{(1,0,—-1)}.

Calculamos unas ecuaciones cartesianas de Sy en Ry. Sea (z,y,2) € Sy un
punto arbitrario de la recta, por lo que:

(x,y,2) =(1,2,3) + A(1,0,—1) = (1 + X\, 2,3 = \) AeR

Portanto,tenemosqueSQE{ r—1=3-z2 }:{ T+ z =4,
y=2. y=2.

Como estamos trabajando en el mismo sistema de referencia Ry, tenemos que:

20 —y+ 2z =1,
SiNSy=< x4 2z =4,
y=2.

Resolviendo el sistema, llegamos a que S; N Sy = {(—1,2,5)}.

Para calcular la suma, usamos la féormula de las dimensiones, sabiendo que la
interseccion es no nula:

Por tanto, S; V S, = R3.

rT+y+z=2,

D. Slzx—i—y—l—z:lySzE{ 2y — 2 =3

Directamente de las ecuaciones cartesianas vemos que Sy C Si, pero no hay
puntos comunes a los subespacios afines; es decir, S; N Sy = (.

Aplicamos la formula de las dimensiones para calcular la suma:

dim(S, V S5) = dim Sy + dim Sy — dim(S, N Sp) +1=2+1—-1+1=3

Por tanto, tenemos que:

S1NSy=10 S1V S, =R?

Ejercicio 5.1.17. Calcula las ecuaciones paramétricas y cartesianas de los siguientes
subespacios afines de R?:

1. La recta r; que pasa por los puntos (1,2,1) y (1,0, 2).

Tenemos que el vector director es (1,2, 1)(1,0,25 = (0,—2,1). Por tanto, la
recta es 1 = (1,2,1) + £{(0,-2,1)}.

Las ecuaciones paramétricas son:

r=1
y=2-—2\ AeER
z=14+A
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z—1
Despejando A e igualando, tenemos que Y 5 = 1 Por tanto, las ecua-

clones cartesianas son:
r=1

"= y—2 z-1

-2 1

2. El plano m; que pasa por los puntos (—1,—-2,1), (0,1,1) y (1,0, 2).

Buscamos dos vectores linealmente independientes que pertenezcan al plano.
Sean estos vectores los siguientes:

(_17
(—1
Por tanto, el plano es 7 : (0,1,1) + £{(1,3,0),(2,2,1)}.

Las ecuaciones paramétricas son:

—2,1)(0,1,1) = (1,3,0)

,—2,1)(1,0,2) = (2,2,1)

r=a+20
y=1+3a+20 a,feR
z=1+p

Para obtener las ecuaciones cartesianas, hay dos opciones:

Opcién 1 Despejamos en primer lugar a e igualamos, obteniendo el siguiente
sistema de ecuaciones equivalente:

r—20=3(y—1-2p)
{221—1-53 PeR

Despejamos ahora [ e igualamos, obteniendo entonces la ecuacién carte-
siana del plano:
1
Z(?wc—y—l—l):z—1:>3x—y—|—1:4z—4
Por tanto, la ecuacion cartesiana del plano es my =3xr —y — 4z + 5= 0.

Opcion 2 Usando una manera similar a la que usdbamos para obtener las
ecuaciones cartesianas de un plano vectorial, usamos que cualquier tercer

vector del plano (0, 1,1)(x,y, 25 = (z,y — 1,2 — 1) ha de ser linealmente
dependiente a los otros dos:

1 2 =z
32 y—-1|=0=2>z2—-1)43z—(y—1)—6(z2—1)=3x—y—4z+5
01 2—-1

Por tanto, la ecuacién cartesiana del plano es 1 =3x —y — 42+ 5= 0.

Como podemos ver, esta forma es mas comoda, ya que solo hay que
calcular un determinante.
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3. El plano my que pasa por el punto (1,2,1) y contiene la recta r, = (1,1,1) +
£{(0,1,1)}.
Al contener a la recta, tenemos que \(1, 1,1) € my y (0,1,1) € 7. El otro

vector que buscamos es (1,1,1)(1, 2, 15 = (0,1,0). Por tanto, el plano es my =
(1,1,1) + £{(0,1,1),(0,1,0)}.

Sus ecuaciones cartesianas son:

r=1
y=14+a+p a,BeR
z=14«

Para la ecuacién cartesiana, aunque en este caso es facil ver quees my = y—2z =
0, calculamos el determinante:

0 0 z—1
11 y=-1|=0=z—-1<=ax=1
01 z—-1

Como hemos visto, la ecuacién cartesiana es m = x = 1.
4. Larecta r3 interseccién entre los planos 73 = (1,1,1)+£{(-1,0,2), (—1,-2,1)}
ym=xz+y+z=1

En primer lugar, obtengo la ecuacién cartesiana de 73:

-1 -1 z—-1 -1 -1 xr—1
0 -2 y—1|=| 0 =2 y—1 =0=
2 1 z-1 0 -1 22+2-—3

=22x+2—-3)—(y—1)=4x+22—y—5=0

Por tanto, tenemos que 73 = 4x — y 4+ 2z = 5, por tanto, tenemos que la recta
pedida es:
r+y+z=1

r3:7r3ﬂ7r45{ e —y+22=05

Resolviendo el sistema, tenemos que un punto de la recta es (0, —1, 2), y su vec-
tor director es (3,2, —5). Por tanto, tenemos que r3 = (0, —1,2)+L{(3,2, -5)}.
Sus ecuaciones paramétricas son:

T =3\
y=—1+2\ AeR
z=2—5H\

Ejercicio 5.1.18. Calcula las ecuaciones paramétricas e implicitas de los subespa-
cios afines S = ({(1,1,0,1),(1,-1,1,0)}) y "= ({(1,1,0,1),(1,0,1,0), (0,1,0,1)})
de R%. Calcula SNT y SV T.

Tenemos que S es la recta que une ambos puntos. Su vector director es

(1,1,0,1)(1,—1,1,0) = (0, —2,1,—1)
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Entonces, S = (1,1,0,1) + £{(0,—2,1,—1)}.
Las ecuaciones paramétricas de S son:

rx=1
y=1-—2\ VER
Z=A
t=1-—MX
Sus ecuaciones cartesianas son:
r=1 z=1
S=EV o1 20 t-1 (T 1oy L,
2 T 1 T4 Ty T T

Trabajemos ahora con T'. Tenemos que es el plano que contiene a los 3 puntos.
Dos vectores de T son:

(1,1,0,1)(1,0,1,0) = (0, —1,1,—1)
(1,1,0,1)(0,1,0,1) = (—1,0,0,0)

Por tanto, T'= (1,1,0,1) + £{(0,-1,1,—-1),(=1,0,0,0)}.
Las ecuaciones paramétricas de 1" son:

r=1-p
y=1—«
 — a, B eR
t=1—«

Sus ecuaciones cartesianas son:
T'=1—-y=z=1-1

Calculamos ahora la interseccion, que sabemos que es no nula ya que el punto
(1,1,0,1) € SN T. Las ecuaciones cartesianas de la interseccién son:

] r=1
= z+y=1
SNT = 1-— =
{1—y:z:1—t:—y} z+t=1
2 2z2+y=1

Veamos si esas 4 ecuaciones son linealmente independientes. Tenemos que el
rango de la matriz de coeficientes es:

rg

OO O =
—_— O = O
N = = O
o= OO
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Por tanto, las 4 son linealmente independientes y el sistema es de Cramer, es decir,
SCD. Por tanto, tan solo hay un punto que cumple el sistema, por lo que

SNT=1{(1,1,0,1)}
Calculemos el valor de la suma:
dim(SVT)=dimS+dim7T —dim(SNT)=14+2-0=3
Tenemos que:
SvT=(1,1,0,1) + £{(0,-2,1,-1),(0,—1,1,—-1),(—1,0,0,0)}

Las ecuaciones paramétricas de SV T son:

r=1—-7v

y=1—-2a—p

O o, B,y €eR

t=1—-a—-p
Las ecuaciones de cartesianas de S VT son:
_02 _01 _01 “”:i 2 —1 y—1 2 -1 y—1
110y2:0:—1lz:—112:

-1 -1 t—-1 0 0 z+4t-—1

-1 -1 0 t-1
=—(z4+t-1)(-2+1)=24+t—-1=0

Por tanto, SVT =24+t =1.

Ejercicio 5.1.19. Sea L la recta de R? que tiene por ecuacion cartesiana z—y = 1 en
el sistema de referencia R = {(1,—1),(2,1),(0,2)}. Calcula su ecuacién cartesiana
en el sistema de referencia usual.

Tenemos que la base asociada a R es B = {(1,2),(—1,3)}. Consideraos ahora el
punto p = (z,y)r = (s,t)r,- Tenemos que las ecuaciones de cambio de sistema de
referencia de R a R son:

()= () 0) - ()
t —1 Ra 2 3 Y —14+2x+ 3y
De la primera ecuacién, tenemos que s =1+ x —y = 2.

Por tanto, como una recta en R? viene determinada por una tnica ecuacién
cartesiana, tenemos que es:

L=/{(s,t) e R*| s =2}.

Ejercicio 5.1.20. Calcula las ecuaciones cartesianas de los siguientes subespacios
afines de R*:
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1. La recta r que pasa por los puntos (0,—1,1,1) y (1,1,0,2).

Tenemos que el vector director es (1,2, —1,1). Por tanto, la recta es:

r=(0,-1,1,1) + £{(1,2,—1,1)}

Para obtener las ecuaciones cartesianas, sea (z,vy, z,t) un punto arbitrario de
la recta. Entonces, necesitamos que:

1 -0

2 y+1 ]
9l oy Lo |7t

1 t—-1

Para ello, necesitamos que estos tres determinantes sean nulos:

1 T
’2 y+1’—0—y+1—2x:>—2x+y+1—0
1 T
=0=z—-14+r=—=2x+2—-—1=0
-1 z—-1
L g1 — —e4t—1=0
1 t—1] "7 * * -

Por tanto, las ecuaciones cartesianas de r son:

—2r+y+1=0
r=< x4+z—1=0
—r+t—1=0

2. El plano 7 que pasa por los puntos (0,—1,0,—1), (1,0,1,1) y (2,1,0,2).
Tenemos que dos vectores de la variedad de direcciones son (1,1,1,2)y (2,2,0, 3).

Por tanto, tenemos que el plano es

m=(0,—-1,0,—1)+ £{(1,1,1,2),(2,2,0,3)}.

Para obtener las ecuaciones cartesianas, sea (x,y) un punto arbitrario del
plano. Entonces, necesitamos que:

z—0
y+1
z—0
t+1

rg

DO = = =
W O NN

Para ello, necesitamos que estos dos determinantes sean nulos:

1 2 2-0
1 0 2—0|=0=42+43r—-32—-2(t+1)=3x+2—-2t—2
2 3 t+1
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1 2 -0
1 2 y+1|=0=2242(y+1)-22—-2z—=0=—ax+y+1
1 0 2-0

Por tanto, las ecuaciones cartesianas de 7 son:

_ 3r+z—2t—2=0
= —r+y+1=0

3. Elhiperplano S que contiene al plano (0,1, 1,0)+£({(1,—1,0,0),(0,0,1,—1)})
y pasa por el punto (2,0,2,0).

Tenemos que el siguiente vector pertenece a la variedad de direcciones:

(0,1,1,0)(2,0,2,0) = (2, —1,1,0)

Por tanto, tenemos que:

S=(0,1,1,0) + £({(1,-1,0,0),(0,0,1,—1),(2,-1,1,0)})

Para obtener las ecuaciones cartesianas, necesitamos que el siguiente determi-
nante sea nulo:

1 0 2 2-0 1 0 2 2-0
100 -1 y—1 0 0 1 y—1+z O Ly—l+uz
0 1 1 =2-1 001 1 =2-1 e o
0 -1 0 -0 0 -1 0 ¢-0

=(1l-2)+@y—1+z)—t=x+y—2z—1t=0
Por tanto, la ecuacién cartesiana del hiperplano es:
S=x+y—2—-1t=0

4. El subespacio afin T' que pasa por los puntos (1,1, —1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,0)
y <Oa 27 _27 1)

Tenemos los siguientes vectores del espacio de direcciones:

(0,0,0,1)(1,1,—1,0) = 1—1)
(00011005 (1,0,0,—
(0,0,0,1)(0,2, =2, 1) = (0,2, 20)

Por tanto, tenemos que el subespacio afin buscado es:

T = (0’07 07 1) + ‘C{(l? 17 _17 _1)7 (170507 _1)7 (07 17 _170)}

No obstante, el primer vector del sistema de generadores es combinacién lineal
de los otros dos, por lo que:

T = (O’()?O) 1) + ‘C{(Loaov _1)7 (Oa 17 _170)}
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Para las ecuaciones cartesianas del plano, necesitamos que:

1 0 -0

0 1 y—0 | _
9l g 1 .—0 | =2

1 0 t—1

Para ello, necesitamos que estos dos determinantes sean nulos:

1 0 z-0

0 1 y—0|=0=z24y

0 -1 z2—-0
1 0 -0
0 -1 2z—-0|=0=—-t—-1—2x
-1 0 t-—1

Por tanto, las ecuaciones cartesianas del plano son:

_Jy+z=0
T_{ r+t+1=0

Ejercicio 5.1.21 (Producto de aplicaciones afines). Sean A;, A’ espacios afines y
fi - A; = A} aplicaciones afines para cada i = 1,2. Demostrar que la aplicacion

f1><f21 A1><A2 — A/IXAIQ
(p1,p2) +— (fi(p1), fa(p2))

e 2 >
es una aplicacién afin y f; X fo = f1 X fo.

Para que sea una aplicacién afin, es necesario encontrar una aplicacion lineal
asociada f; X fo que cumpla que:

fix fé[(PhM)(CIl?%;] = (fi x f2)(p1,p2) (f1 X f2)(611aCI25 = (fi(p1), fo(p2)) (fr(@r), fo(a2))

- =
Veamos que f; X fo cumple lo pedido:

( )[(pl,pz)(ql,qz ] = (zxz)[(ql,@)—(m,m)] = (ﬁxz)(ql—pl,qa—pz) =
= (fi X?)(pl 1 oe@) = (filp) fila), fo(p2) fo(a2) = (Fi(@) = fi(p1), fo(az)— falp2)) =

= (fi(@). fo(a2)) — (fi(p1), fo(p2)) = (fi(p1), fo(p2)) (fi(@r), fo(a2))

Por tanto hemos visto que, efectivamente, f; X fs es una aplicacion afin con

JiX fa= f1><f2

%
Ejercicio 5.1.22. Dadas f : A — A’ aplicacién afin, ¢ € Ay h : j — A" aplicacién
lineal, probar que la aplicacion

g: A — A
p — f(p)+ h(ap)
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es la tinica aplicacién afin con g(q) = f(q) y § = h+ ?

Veamos en primer lugar que g cumple dichos resultados. Es directo ver que
9(q) = f(p) + h(0) = f(p). Comprobemos ahora que la aplicacién lineal asociada
es la correcta:

Por tanto, como esto es valido para todo po, ps € A, tenemos que ? =h+ 7
Por tanto, g cumple las dos condiciones dadas. Veamos ahora que es unica.

Opcién 1) De forma rutinaria.

Supongamos que existe una aplicacién afin ¢’ : A — A’ con ¢'(q¢) = f(q)

_>
y g =h+ ?, y busquemos el valor de ¢'(p), para cualquier p € A. De la
definiciéon de aplicacién afin asociada, tenemos que:

Ahora, como hemos supuesto que ? =h+ ?, tenemos que:

J @) = (h+ 7)@) = h@)+ T @) = @)+ F @) @) = h(@)+Fp)—F(g)

[gualando ambos resultados, tenemos que:
g'(p) — thay = h(@) + f(p) — ta] = ¢'(p) = f(p) + h(@h) Vpe A

Por tanto, podemos ver que ¢'(p) = g(p) Vp € A, por lo que ¢’ = g.

Opcién 2) Usando el Teorema 1.12.
Como ¢ = 7.y 9(q) = /(p) = ¢(q). tenemos que ¢ = g/

Por tanto, queda demostrado que g es la tnica aplicacién que cumple dichos
resultados.

Ejercicio 5.1.23. Dada la siguiente aplicacion afin:

f: R3 — RR?
(x,y,2) — (x—2y+z—lLx4+y+z+1)

Calcular:
1. La imagen de la recta Ly = (1,1,2) + £{(2,0,1)}.
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Opcién 1) Calculamos las ecuaciones paramétricas de la recta:

=142\
y=1 AeR
z2=2+ A\

La imagen de L por f tiene por ecuaciones paramétricas:

{x:(1+2)\)—2(1)+(2—|—)\)—1:3)\

y=(1+2\)+14+2+XN)+1=5+3A AER

Por tanto, f(L;) = (0,5) + £{(3,3)} = (0,5) + £{(1,1)}.

Opcién 2) Tenemos que todos los puntos de L; son de la forma p = py + Av,
con pg = (1,1,2) y v = (2,0,1). Por tanto, y usando que f es lineal,
tenemos que f(p) = f(po) + A f (v). Por tanto, f(L1) = f(po)+L{ f (v)}.

Expresando f de forma matricial, tenemos que:

T T
) -G (r) =adeam=(11)
z

z

Por tanto, deducimos que ?(2,07 1) =(3,3) y f(1,1,2) = (0,5), por lo
que:

f(Ll) = (075) + 5{(373)} = (075) + ['{(1’ 1)}

Es decir, es una recta.

Optaremos por la opcién 2, ya que se puede realizar de forma mecanica sin
necesidad de escribir tantos pasos.

2. La imagen de la recta L, = (0,1,1) + £{(1,0,—1)}.

Tenemos que f(0,1,1) = (—=2,3) v ?(1,0,—1) = (0,0). Por tanto, tenemos
que:

Es decir, la imagen de Ly es un punto.

3. La preimagen del punto (1, 3).

Tenemos que f~'(1,3) = {(z,9,2) | f(x,y,2) = (1,3)}. Es decir, son las
soluciones de este sistema:

l=ox—-2y+2—-1 N 2=x—-2y+=
3=z+y+z+1 2=x+y+=z

Restando, tenemos que 0 = —3y, por lo que y = 0. La solucion del sistema es:
r=A
y=0 AeR
z2=2—A

Es decir, f71(1,3) = (0,0,2) + £{(1,0,—1)}.
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Ejercicio 5.1.24. Demuestra que la siguiente aplicaciéon afin es una homotecia y
calcula su centro.
f: R? — R?
(w,y) — (1 - 2.1',3 - 2y)

Veamos cual es su aplicacion lineal asociada:
7 (@@ 9)) = @) = 1 - 20,3 - 29)(1 - 20 3 2) =
= (1-22/,3-2y) = (1-22,3-2y) = (-2(2'—2), -2(y'~y)) = 2[(=", )~ (2,y)] =
—_ —
= —2(e,y)(@'y) = —21dz (@) )

Por tanto, tenemos que 7 = =21 dﬂ@; es decir, es una homotecia de razén —2.
Veamos cual es su centro o:
1 1
= (@) + 75 @) f@,y) = (@) + 5[0 - 22,3 = 2y) — (2,9)] =

— () + l013) - Bo3)] = 50.3) = (51)

Por tanto, tenemos que f es una homotecia de razéon —2 y centro o = <§, 1).

Ejercicio 5.1.25. Calcula el subespacio afin de los puntos fijos de la aplicacion afin

f:R® = R® dada por f(z,y,2) = (v +3y+3,—2y— 3, —do —dy — 2 —2).
Calculamos los puntos (z,y, z) € R? tal que f(z,y,2 ) (z,y,2):
x+3y+%:x r=A
—2y—-35=y —q y=-3 AeR
—Adr —4dy—2—-2=2=z z=—=2)\

Por tanto, tenemos las ecuaciones paramétricas de Py son las dadas. Entonces,
tenemos que:

Py = (o,_%,o) +£{(1,0,—2)}

Ejercicio 5.1.26. En R? consideremos el sistema de referencia dado por los puntos
R = {(0,-1),(3,0),(—=2,1)} y la aplicacién f : R? — R? que en coordenadas (x,y)
respecto de R se escribe como f(x,y) = (x — 2y, —x +y). Escribe la matriz asociada
a f en el sistema de referencia usual de R2.

Calculamos la matriz asociada a f en R:

M(f,R) =

Ademas, la matriz de cambio de sistema de referencia de R a Ry, sabiendo que

R =4(0,-1),B={(3,1),(—2,2)}}, es:

M(R, Ro) - M([dRQ,R, Ro) —
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Por tanto, tenemos que:

M(f,Ro) = M(Idg2, R, Ro) - M(f,R)- M(Idg>,Ro,R) =
=M ]dRz R, Ro) M(f,R)- M(Idg2, R, Ro)™"
110 0 1o o\
0] 1 -2 03 -2 =
0] -1 1 —11 2
1 7 9 7
RA:

Ejercicio 5.1.27. Calcula la aplicacién afin f : R* — R?® que tiene como puntos
fijos a los del plano x +y — z = —1 y tal que f(0,0,0) = (1,1,1). (Es f biyectiva?

Consideramos dos vectores de 7 linealmente independientes:
Vv = (1,0, 1) Vg = (0,1,1)

Sea ahora py = (—1,—1,—1) € my ¢ = (0,0,0) € R2 Sea entonces el tercer
vector de la base vy = ]ﬁ = (1,1,1). Comprobemos que los tres vectores son
linealmente independientes:

101
01 1|=1-1-1=-1#0
111

Por tanto, forman base. Tomamos el sistema de referencia R = {po, B = {v1, v2, v3}}.
Tenemos que f(pg) = po por ser un punto fijo, por lo que f(py) = (0,0,0)%. Calcu-

lamos ahora las i 1magenes mediante 7 de los vectores de la base.
Tenemos que v; = pgpz, con p; € w para ¢ = 1,2. Entonces,

(Uz):f(pO)f(pi;:M:Ui 1=1,2

Ademas, tenemos que:

T (03) = Fpo) f (@) = po(L, 1, 1) = (2,2,2) = 20,

Entonces, la matriz asociada a f es:

M(f,R) =
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Como la matriz asociada a ? es regular, tenemos que ? es biyectiva; y por
tanto f también lo es.

Para obtener la matriz asociada a f en Ry, usamos que:

L

M(Idgs, R, Ro) =

— = OO
— = =[O

0
1
0
1

Entonces, tenemos que:

M(f,Ro) = M(Idgs, R, Ro) - M(f,R) - M(Idgs, Ro, R) =
11000 110 00 11000\
|10 1 0[T 0 0 1101 |
| -1]0 11 010 1 0 ~1/0 11| ~
~1]1 1 1 010 0 2 1)1 1 1
110 0 0
NP
112 -1
111 0

Ejercicio 5.1.28. Consideremos los sistemas de referencia de R? dados por
R={(11),(21),22)} vy R ={(10),(00),(-1,-1)}
Sea f : R? — R? la tinica aplicacién afin tal que
fL1Y)=3,3),  f21)=06-1), [f(22)=(20).
Calcula las ecuaciones que representan a f respecto de los sistemas de referencia

R (en el dominio) y R’ (en el codominio), y las ecuaciones que representan a f
respecto de los sistemas de referencia usuales. ;Cuédl es la imagen del punto (5,5)7

Sea R = {(1,1),B = {(1,0), (1,1
forma directa, podemos obtener M ( f

)}, R = {(1,0),B" = (-1,0),(=2,—1)}. De
,R,Ro). Tenemos que:

Por tanto,

Para obtener las ecuaciones en los sistemas de referencia pedidos, calculamos las
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matrices de cambio de base necesarias:

M(faRa,R'l) = M([dR27R07R/) ' M(f’R7R0) =

=314 3

Para las ecuaciones en los sistemas de referencia usuales, tenemos que:
M<f7R07R0) = M(f7R7RO> : M<[dR27R07R) =
= M(f,R,Ro) - M(Idg2, R, Ro)™" =

-1

1o o 110 0
=130 -1 11 1 =
3|-4 -3 110 1
1o o
= 4] 0 -1
6| —4 1

Ejercicio 5.1.29. Sean A un espacio afin, f : A — A una aplicacién afin y el
subespacio S = py + L{vp} una recta en A. Demuestra que f(S) = S si y solo si

po f (po; € L{vo} ¥ vp es un vector propio de ? de valor propio no nulo.

—>) Suponemos que f deja invariante a la recta. Entonces, como py € S, entonces

f(po) € S, por lo que pg f(pgi S ? = L{vp}. Veamos ahora que vy es un
vector propio de f de valor propio no nulo.
Para ver esto, veamos en primer lugar que Jp € S tal que f(p) # f(po). Si

fuese f(p) = f(po) para todo p € S, tendriamos que f(S) = f(po) un unico
punto, que no es posible ya que f(S) es una recta. Por tanto, Ip € S tal que

f(p) # f(po)-

Como f(p) # f(po), entonces p # po. Entonces, PPy € S no es nulo, por lo que
pﬂ = A\1vg, con A € R*. Entonces, tenemos que:

?(lﬁ) S ?()\11)0) = )\1?(”0)
2 f(p)f(po; = A2

Donde en (1) he aplicado lo visto anteriormente, y en (2) he aplicado la de-
finicion de aplicacién lineal asociada y que, como p,pg € S, sus imagenes
pertenecen a Sy, por tanto, dicho vector a ? Ademads, como f(p) # f(po),
no es nulo, por lo que Ay € R*.

Entonces, tenemos que:

7(00) = &UO

A
con A = =2 € R* valor propio, que no es nulo ya que A, Ay # 0.
1
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<) Veamos en primer lugar que f(py) € S. Tenemos que py f (poi = Avg, con
A € R. Entonces, f(po) = po + Avg € S, por lo que se tiene.

Ademas, por hipétesis vy es un vector propio de ? con valor propio \; € R*,
por lo que f (vg) = Ajvp.

Demostramos la doble inclusién:

C) Sea p € S. Si p = pog, tenemos que f(p) € S, por lo que descartamos este
caso inicial. Si p # po, entonces p = py + A0, con Ay € R*. Entonces,

f(p) = f(po) + )\2?(110) = f(po) + XoAi1vp € S

Por tanto, tengo que f(S) C S.
D) Sea g € S. Veamos que Jp € S tal que f(p) = ¢. Tenemos que:

q = po + Avo + f(po) — f(po) = — of(p03+A2vo+f(po) =
= A3vo + f(po) Z)\g'ﬁ'%*'f(?o) = ﬁ‘?(vo)—i‘f(po) =

¥ M
A
=f (po + /\—j'vo)

Definiendo p = p0+’\—f-v0 € S, tenemos que f(p) = q. Por tanto, ¢ € f(.5).
Entonces, f(S) = 5.

Ejercicio 5.1.30. Sean A un plano afin, f : A — A una aplicacién afin y Ry, R, R3
tres rectas distintas donde no hay dos paralelas. Prueba que si f(R;)||R;, i = 1,2, 3,
entonces f es una traslacion o una homotecia.

Se_a>n las rectas R; = p; + L{v;} para i = 1,2, 3. Para todo ¢ = 1,2,3 y para todo
v; € R;, se tiene que:

— —
7(1}1) € 7 <RZ> = Rz =4 ?(Ul) = )\ﬂ)l' con )\,L € R*
Distinguimos en funcién de si las tres rectas son concurrentes o no:

= Supongamos que no son concurrentes:

Sea R; N Ry = {p12}, que sabemos que se cortan por no ser paralelas. Anélo-
gamente, sean Ry N Ry = {p13}, Re N R3 = {p23}. Como no son concurren-
tes, dichos puntos son distintos dos a dos. Consideramos ahora los vectores

B S =
P1ap13 € Ri, p1ap23 € Ro, p13pei € R3. Entonces, tenemos que:

?(p12p13) = A1 D12D13 7(1912]?23) = A2 P12D23 ?(plsp%) = A3 D13P23

Ademas, por la igualdad triangular, tenemos que plgplg\), +p13p2§ = P12pPa3, pOr
lo que:

7(]?12]923) = ?(Pwpl:; + p1apas) = 7(]9121013) + 7(?13?23) =
= A1 P12P13 + A3 P13p23

121



Geometria 111 5.1. El Espacio Afin.

Por tanto, tenemos que:

A1 Di2D13 + A3 D13pa3 = Ao p12]92:; = A2 D12P13 + A2 p13P2:\3 —
= (A — A\2) D1ap1s + (A3 — o) prapas =0

Como R; /|R3, tenemos que {piap13, p13p2s} son linealmente independientes

por ser ambos no nulos, por lo que: \;y — X\s = A3 — Ay = 0, y entonces
Al =X = A3 =) €R"

Como {p12p13, P13p2s} forman base de Ay 7 es lineal, tenemos que:

7(”) = 7 (1p12p1s + QoPi3p2s) = Q1 Ap12D15 + Qo APi3pas = Av

Es decir, 7 = AMd, por lo que f es una homotecia o una traslacion.

u Supongamos que son concurrentes:

_>
Sea entonces p € Ry N Ry N R3, y consideramos p; € R;, de forma que ]ﬂ € R;
para ¢ = 1,2, 3. Entonces, tenemos que:

T =N mm @) =N mps T Gw) = i
Ademas, consideramos la base de A {m , ]ﬁ} Entonces, tenemos que:
pps = appi + Bpps,  a,BER”
donde sabemos que «a, 5 # 0 ya que si alguno de ellos fuese nulo, entonces

perteneceria a Ry 0 a Ry, y entonces Ry||R3 o Rs||R3, lo cual no es una con-
tradiccién. Por tanto, tenemos que:

T B = f (abp, + Bpps) = o f (500) + B 1 (03) = aMpD, + B
= X3 (appi + Bpp5) = Asappt + A3B0ph

Por tanto, pasando todo al mismo miembro, tenemos que:
o (M = As0) Pt + B (A2 = Asf3) P = 0
Como {m . PP } son linealmente independientes, tenemos que:
a(A — Aza) =B (A —A36) =0

Ademas, como «, 8 # 0, tenemos que \; = A3 = Ay = A € R*. Por tanto,
tenemos que:

T @) =T (bt + BFPY) = oGt + BATDS = Av
Es decir, 7 = Md, por lo que f es una homotecia o una traslacion.
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Ejercicio 5.1.31. Sea A un espacio afin, f : A — A una aplicacién afin y biyectiva
que lleva rectas de A en rectas paralelas, es decir:

|| f(r) Vr C A, dimr =1

Demostrar que f es una dilatacion.

Por el ejercicio anterior, tan solo es necesario ver que es posible tomar tres
rectas Ry, Ry, R3 distintas tales que no haya dos paralelas. Para ello, tomamos R,
cualquiera, y Ry y Rz tales que Ro N Ry = {p1} y R3 N Ry = {p2}, con p; # ps.
Entonces, Ry N R3 = {ps}, con p3 # p1, pa.

Ejercicio 5.1.32. Sea f : A — A una aplicacién afin de un espacio afin A en si
mismo. Consideremos el subespacio vectorial W = {v e A | ?(’U) = v}. Demuestra
que

1. El conjunto de puntos fijos de f es vacio o un subespacio afin cuyo espacio de

direcciones es W.

Supongamos Py # (), y sea ¢ € Py. Entonces, dado p € A, tenemos que:
pEPs = f(n) =p =T = [ =FW)f(a) = | (7)) <= phew

Por tanto, Py = ¢ + W, por lo que es un subespacio afin de espacio de direc-
ciones W.

2. 81 W = { 0 } entonces f tiene un unico punto fijo.

Supongamos demostrado la existencia, y veamos la unicidad. Supongamos que
. = —

f tiene dos puntos fijos p1, p2. Entonces, tenemos que pi1ps € Py = W = { 0 },

por lo que p; = py, quedando demostrada la unicidad.

Veamos ahora la existencia del punto fijo. Fijado p € A, supongamos que
existe ¢ € A tal que f(q) = ¢. Entonces, tenemos que:

f@) =g af @) =0 = B+pf@) + TD) @) = 0 <
= I (@) +pf @) + F (7)) = 0 =
= T () - Id3 () = fp)p <
= (?—Id;{> (B0) = o)y =
=i = (7 -1a3) " (7o) =
= q=p+ <7—1dz)1 <JW?)

Por tanto, mediante este razonamiento heurfstico!, hemos obtenido que, fijado
p € A, el siguiente punto es un punto fijo de f:

imp (7 - r2) " (7o)

IEste razonamiento se denomina heuristico porque hemos comenzado suponiendo lo que
buscdbamos demostrar. Otras veces, este tipo de razonamientos se encuentran dando directamente
el punto, y viendo que cumple que es un punto fijo. Es anédlogo, pero se ha optado por esta forma,
para que asi el lector vea que ese valor de ¢ no es suerte ni “magia”.
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Por tanto, queda también demostrada la existencia.

Ejercicio 5.1.33. Consideremos k + 1 puntos pg, p1, ..., pr de un espacio afin A.
Definimos el baricentro de estos puntos como

1
b=po+-—— > bobh
p0+k+1 izopop

Demuestra que b no depende del punto inicial py elegido. (Cuando k = 1 el punto
b se le denomina el punto medio de py y p1).

Sea py € {po, - .., pr} otro punto. Entonces, tenemos que:

k L
— / /
;= —_— ; ——
po+k+1;pop po+k+1;p0p
k
1 —
<=>m—%=—2(%m—@)<=>
k14
L

<:>po—p6:k—+02pépo<:>

< PoPo = kot 1popo

— -
<:>’popo popo

Por tanto, hemos obtenido que b no depende del punto inicial elegido. Como
observacién, siempre podemos reordenar los puntos para que pj, sea el primer punto,
de forma que la sumatoria empiece en ¢ = 1.

Ejercicio 5.1.34. Sea f : A — A’ una aplicacién afin entre dos espacios afines.
Si b € A es el baricentro de los puntos po, p1, ..., pr € A, demuestra que f(b) es el

baricentro de los puntos f(po), f(p1),---, f(pk)-

=5 (ms g o) s+ 7 (,{%1 ) -
fpo ;

Por tanto, hemos obtenido que f(b) es el baricentro de los puntos f(po), f(p1), - - -, f(pk)-

+k+1,

= fo) + —— 3" F@ow) = o) + k:+1

Ejercicio 5.1.35. Un tridngulo en un espacio afin son tres puntos afinmente inde-
pendientes. Prueba que las tres medianas de un triangulo se cortan en el baricentro
de sus vértices, donde se llama mediana a cada recta que pasa por un vértice y el
punto medio de los otros dos.

Demostrado en el Teorema 2.10.
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Ejercicio 5.1.36. Sea 77 un tridangulo en un plano afin A y T el tridngulo cuyos
vértices son los tres puntos medios de los vértices de T;. Prueba que T3 y 15 tienen
lados paralelos e igual baricentro. Calcula el centro y razon de la homotecia en A
que transforma 75 en T;.

En el Teorema 2.15, se demostré que el centro de homotecia es el baricentro, y
la razon es —%. Como una homotecia lleva rectas en rectas paralelas, tenemos que
los lados de T} y T, son paralelos.

Ejercicio 5.1.37. Sean A un espacio afin y ag, a1, as € A los vértices de un triangulo
con baricentro b € A. Sean ag, ay € A los puntos interseccion del lado que contiene
a a1 y as con las rectas paralelas a los otros dos lados pasando por b. Demuestra
que, salvo reordenacion de los puntos as, as, se tiene que

¥ 1

> —
a1a3 = azays = a4a9 = g - a1a9

Figura 5.1: Ejercicio del ejercicio 5.1.37.

Por la definicién de baricentro, como b es el baricentro de ag, a1, as, y no depende
del punto inicial elegido, tenemos que:

1 N , 1 , ,
b=a; + 3 (a1ag + ara3) = as + 3 (azah + azal)

Como as € a; + 5{6@*}, entonces a;a; = ,um, con € R. Ademds, como
az € b+£{cTa1>}, entonces az = b+ \aga;, con A € R. De la definicién de b, tenemos
que as = aj + % (arah + alaé) + \agas, por lo que ajas = % (arap + ajas) + \aod,.
Igualando con lo obtenido anteriormente, tenemos que:

s 1 N
paias = 3 (arap + aray) + Aaga] =

1 \ AN
- = (CllCL() + al(lg) — )\alao — ,ualaé =0=

3
1 1
:><§—A>m+<§_ﬂ>m:0

Como ayg, ay, as son afinmente independientes, tenemos que aag, a;as son lineal-
mente independientes, por lo que:

1 1 1
oAl =(Z= — A== —
)= () o ey
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Por tanto, aia3 = 1a1a2 Trabajemos ahora con ay.

Como a4 € as + E{cTa%}, entonces a,a5 = ,u’cTag, con p' € R. Ademds, como
ay € b—l—ﬁ{a—oﬁg}, entonces ay, = b+ )\’m, con ) € R. De la definicién de b, tenemos
que as = as + % (agab + agai) + Nagas, por lo que aza; = % (agap + agai) + Nagas.
[gualando con lo obtenido anteriormente, tenemos que:

N 1 N
waias = -3 (agap + azai) — Nagay =

]_ \ \
= —— (aap + a2a1) + Nasgag + plaga; = 0 =

3
1 , 1 ,
—— ()\/ — g) a2aq + (/}/ — g) asa; = 0

Como ayg, ay, as son afinmente independientes, tenemos que asag, azai son lineal-
mente independientes, por lo que:

1 1 1
NoZ) = ') =0 N =4 ==
(v5) = b mg) momewne;

De esta forma, vemos también que aqaj = %alag. Por tanto:

* ]_ \ 1 \ \ ].
a1a9 (—) aias + a3a4 + agasy = g&lag -+ agai + §a1a§ — Q402 = galag
donde en (x) he aplicado la igualdad trlangular
Por tanto, hemos obtenido que aja3 = a3a4 = a4a2 =
demostrar.

3 - a1a3, cOMo queriamos

Ejercicio 5.1.38. Sean A un espacio afin de dimensién mayor o igual a dos y
f A — A una aplicacién biyectiva (no necesariamente afin) que lleva rectas en
rectas paralelas. Demuestra que

1. Toda recta que pasa por un punto fijo es una recta fija.

Sea r = p—i—? una recta, es decir, dim7 =1 y p € A. Entonces, como f lleva
rectas en rectas paralelas, tenemos que

f)=f)+7  Vper
Sea ahora py el punto fijo, es decir, f(py) = po. Entonces:

f(T):f(po)+7:po+7>:

Por tanto, como f(r) = r, tenemos que f es una recta fija.

2. La recta que pasa por un punto y su imagen es una recta fija.

Sea ahora r = p+ 7 una recta con py, f(po) € r. Entonces, como ambos puntos
estan en la recta, tenemos que:

r=po+ 7 r=flpo)+7

126



Geometria 111 5.1. El Espacio Afin.

Calculemos ahora f(r) para ver si es fija. Como pg € 'y ]7(—73 =7
£0) = ) + 7 =7

Por tanto, como f(r) = r, tenemos que f es una recta fija.

3. Si f tiene dos puntos fijos ha de ser la identidad.

Sean pg,p1 € A, po # p1, los puntos fijos; es decir, f(po) = po v f(p1) = p1.
Consideramos ahora ¢ € A. Realizamos distincién entre si los tres puntos estan

o no alineados:

a) Supongamos que no estan alineados:

Sean entonces m, ]@ S Z dos vectores linealmente independientes (lo
son ya que no estan alineados). Consideramos las rectas Ly = q—i—,C{m},
Ly = q+ L{pa20}-

Como p; € Ly y py es un punto fijo, tenemos que f(L;) = L;. Anédloga-
mente, f(LQ) = Lg.

Ademas, tenemos que ¢ € Ly, Lo, por lo que {q¢} = L1N Ly. Como se tiene
que ¢ € Ly, entonces f(q) € Ly, y andlogamente f(q) € Lo. Por tanto,
f(q) € LN Ly = {q}, por lo que f(q) = g.

Es decir, f(q) = ¢ para todo ¢ € A\ (po + L{pop1 }), es decir, que no esté
alineado con los puntos fijos pg, p1.

b) Supongamos que estéan alineados:

Consideramos ¢’ € A no alineado con pg, p1,¢. Entonces, por lo visto
anteriormente, f(q') = ¢’. Aplicamos ahora el razonamiento anterior a ¢
usando los puntos fijos pg, ¢’, de forma que llegamos a que f(q) = q.

Por tanto, f(q) = ¢ para todo q € A, es decir, f es la identidad.

4. Si f tiene un tnico punto fijo ha de ser una homotecia.

Sea q € A, q¢ # po. Tenemos que la recta r = ¢ + £{]ﬁ} pasa por py (punto
fijo), por lo que es una recta fija.

Buscamos saber el valor de 7 en un vector cualquiera. Como fijado py tenemos

que A es biyectivo a A, lo comprobamos con poa, que es un vector cualquiera.
Entonces, tenemos que:

T @ool) = FPo) f( @) =pof (@) € 7 = F(Bol) = Mool Vg A

Es decir, tenemos que ?(v) = M para todo v € j Como f es biyectiva,
tenemos que f(q) # f(po), por lo que A\ # 0. Ademds, como f tiene un tinico
punto fijo, f(q) # q, por lo que X # 1. Es decir, A € R\ {0, 1}, por lo que f es
una homotecia.

5. Si f no tiene ningtin punto fijo ha de ser una traslacion.

Sean p,q € A, p # q, y consideramos la recta r = p + L{p(}.
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Tenemos que:

\

TE) =@ efe)=7 = F@E) =\t YpgeA

Es decir, tenemos que f(v) = \v para todo v € j Veamos que A = 1:
a) Si A = 0, entonces f(q) = f(p) para todo p,q € A, por lo que f no es
biyectiva, contradiccion.

b) Si A € R\ {0,1}, entonces f es una homotecia, por lo que tiene un punto
fijo (el centro), contradiccion.

Por tanto, A = 1, es decir, 7 = Id. Como f no tiene ningin punto fijo,
entonces f es una traslacion.

Ejercicio 5.1.39. Sean T},7T5 dos tridngulos de un espacio afin A, con vértices
respectivos ay, by, cq v asg, ba, co. Supongamos que los tridngulos no tienen vértices
comunes y las tres rectas R, 4y, foyp, ¥ [leic, sOn paralelas o se cortan en el mismo
punto. Demuestra que si

Ralbl HRGQbQ y Ralcl ”Ra262
entonces Ry, ¢, || Rp,e, -

Estamos ante un resultado similar al Teorema de Desargues, por lo que tenemos
la siguiente figura:

Ra,l b1 R(:,ng Rbl ba

Ral az RCI Cc2

(a) Rectas secantes. (b) Rectas paralelas.

Figura 5.2: Representacion grafica del Ejercicio 5.1.39.

En el caso de que las rectas Ry 4y, [lbp, ¥ Reje, Sean paralelas, consideramos
la traslacion segun el vector a1—a2>, En el caso de que se corten en el mismo punto
P € A, consideramos la homotecia de centro P que lleva a; en as.

En ambos casos, tenemos que f(a;) = as, y como f lleva rectas en rectas paralelas
Y Rayb, [ Ragby, entonces f(by) = by. Analogamente, f(c1) = co.
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— =
Sea ahora bic; € Ryp,,. Tenemos que:
— —
7 <5101> = Ay =

= (bl)f(ﬁ; ~ by

donde en la primera igualdad he aplicado que ? = Md, con A € R*, y en la segunda
igualdad he aplicado la definicién de lineal de una aplicacién afin.

— —
Por tanto, tenemos que byc; € L{baco}, es decir, Ry, ¢, || Royes-

Ejercicio 5.1.40. Demuestra que la composicién de dos simetrias respecto de dos
puntos distintos es una traslacion.
Sea A un espacio afin, y sean p,q € A dos puntos distintos. Por el Lema 1.28,
tenemos que:
opoog=H, 10H, 4

Tenemos por tanto que la composicién es afin, y su lineal asociada es:
3
0p 0 0¢q = —[dA o —[dA = ]dA

Por tanto, por la caracterizacién de las traslaciones, tenemos que o, o 0, es una
traslacion.
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5.2. El Espacio Afin Euclideo.

Ejercicio 5.2.1. Sean A un espacio afin euclideo y S un subespacio afin suyo. Dado
un punto p € A demuestra que existe ¢y € S tal que

d(p, o) = d(p, S) := f{d(p,q) : ¢ € S}.

Demostramos en primer lugar que existe ¢o € S tal que p_qg € ?l. Notemos el
subespacio S como S =¢q¢+ S'.
Como se tiene que X = ? D ?L, entonces Jju € ?, v e ?L tal que:

Pl =u+v

Sea gy = ¢ — u € S. Entonces:
—
v=ph—u=g-p—u=q—-p=pHhe S

Veamos ahora que d(p, qo) < d(p,q) Vq € S:

d*(p,q) = (P4, p4) = (Pdo + Gol1, P4 + Got) = PG5 11* + 1|God|* + 2 (P Tad) =

= Ipa@s|I* + lldotl* > lIp@ol® = d*(p,a0) ~ Va €S

Por tanto, d(p, ¢o) es un minorante del conjunto. Como ademads ¢y € S, pertenece
al conjunto, por lo que es el infimo. Por tanto, se tiene.

Ejercicio 5.2.2 (Hiperplano afin de puntos equidistantes). Dados tres puntos p, ¢, € R",
demostrar que se cumple la igualdad

d(p,q)* — d(q,r)* = 2(imy, ab),

donde my, es el punto medio entre p y ¢. Utilizar esta igualdad para probar lo

siguiente: si p # ¢, entonces el conjunto de los puntos de R™ que se encuentran a la

misma distancia de p y de ¢ coincide con el hiperplano my, + LUpGH* .
Demostrado en la Proposicion 2.12, ya que el hiperplano descrito es la mediatriz

depyq.

Ejercicio 5.2.3. Dados los siguientes pares de rectas de R?, estudia su posicién
relativa. Si se cortan, determina el angulo que forman; en otro caso, calcula la
distancia entre ellas.

1. R={(z,y) eR* |z =y}, S={(z,y) e R? | 22 — y = 0}.
Tenemos que R = (0,0) + £{(1,1)}, S = (0,0) + L(1,2).

Por tanto, son secantes. El origen (0,0) € SN R estd en la interseccion. Veamos
el angulo entre las rectas:

((1,1),(1,2)) 142 3 (1,1),—(1,2)) 3

ICDIIE20~ v2-vE— Vio I DI = @2 V10

Por tanto, tenemos que el angulo es:

a = £(S,R) = arccos ( ) ~ 0,32 rad

=}
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2. R={(x,y) €R? |z —y=1}, S = {(2\,1 +2)) | A € R}.

Tenemos que S = {(z,y) € R* |y =1+2} ={(x,y) € R* |z —y = —1}. Por
tanto, como las ecuaciones cartesianas de S N R forman un SI, tenemos que
SN R = (. Calculamos la distancia entre ambas rectas.

Tenemos que R = {(u,np—1) | p € R} = (0,—1) + £{(1,1)}. Ademss,
S =(0,1) + £{(1,1)}. Por tanto, un vector arbitrario que una ambas rectas
esv=(p,p—1) 2N\ 1+2X) = (2A — 11, 2)\ — 4+ 2). Como v € ﬁL, entonces:

(A — 1,20 — 1+ 2),(1,1)) =0 <= 4\ — 2u+2 = 0

Por ejemplo, para A = 0, ;4 = 1 se tiene que v € ﬁl = ?L, tenemos que:
d(R,S) = [loll = (=1, )| = v2

Ejercicio 5.2.4. En el espacio vectorial Py(R), consideramos el producto escalar
definido como (p(x), q(x)) = folp(x)q(x) dz. Dotamos Py(R) de la estructura afin
canonica (que lo convierte en un espacio afin euclideo) y consideramos las siguientes
rectas afines:

S ={p(z) € P,(R) | p(0) =5,p"(8) =4} y T =({5a®—2x,22> —x+1}).

Comprueba si S y T se cortan en un punto, y en dicho caso calcula el angulo que
forman.

Buscamos obtener las ecuaciones cartesianas de S. Tenemos que p € P(R)
arbitrario es p(r) = ag + a1x + a»x?, con ay, ai,as € R. Ademds, p'(z) = a1 + 2a2x
y p"(z) = 2as. Por tanto, las condiciones dadas son ag = 5, as = 2. Por tanto, las
ecuaciones paramétricas de S en el sistema de referencia R = {0,B8, = {1,z,2*}}
son:

S = {(ag,a1,a2)r € P2(R) | ag =5, ag =2}

Respecto a T, tenemos que el vector director es:

AN

(52 — 27)(22* — z + 13 =022 —z+1)— (5r* —22) = -32* +x + 1

Por tanto, T' = 522 — 2z + L£{—32* + = + 1}. Para calcular las ecuaciones carte-
sianas en R, el rango de la siguiente matriz ha de ser 1, para que los vectores sean
linealmente dependientes:

1 O—CLO
rg 1 2—-a | =1
-3 5—@2

Para ello, ha de ser:

=0= —2—a1—|—a0 =0

1 O—Go
1 —2—CL1

Por tanto, las ecuaciones cartesianas en R son:

T = {(ag, a1,a2)r € P2(R) | ap — a1 = 2, 3ag+ az = 5}
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Por tanto, las ecuaciones cartesianas de S N7 en R son:
SﬂT:{(ao,al,ag)RGPQ( )|CL0—5 a, =3, ay = 2, 3a0+a2—5}
Por tanto, SNT = (0, por lo que no se cortan.

Ejercicio 5.2.5. En el espacio vectorial Myyo(R), consideramos el producto escalar
definido como (M, N) = tr(M"'N). Dotamos Myy2(R) de la estructura afin canénica
(que lo convierte en un espacio afin euclideo). Calcula el angulo que forman los
siguientes hiperplanos afines:

S = {M € Mos(R) | tr(M) =2} y T:{(‘g Z)EMQXQ(RHa:l}

Tenemos que S viene dado por:

S:{(Z Z) eMQXQ(R)\am:z}

Tenemos que los vectores normales a Sy T, que son:

(10 (10
=101 "T=1 0 o

Entonces £(S,T) = £(ng,nr), por lo que:

B tr(nknr) B 1\ 7
£(S,T) = arccos < )> = arc cos <ﬂ> =3

tr(nkng) - tr(nfny

Ejercicio 5.2.6. En R? consideramos dos tridngulos T} = {ay,as,asz} y To = {by, by, b3}.
Demuestra que:
1. Existen seis aplicaciones afines de R? en R? que llevan T} en Tb.

Son las distintas formas de reordenar el conjunto de 3 elementos; es decir, las
permutaciones, que son 3! = 6. Estas son:

fila) = b1, fi(az) = b2,  filaz) = b3
folar) = b, falaz) = b3,  fa(as) = by
(al) = by, f3(612) = by, f3(a3) = b3
(Gl) = bo, f4(az) = bs, f4(@3) =
fs(ar) =bs, fs(az) = b1, fs(as) = by
(al) = bs, f6(a2) = by, fﬁ(a3) = b

2. Una de las aplicaciones afines anteriores f : R? — R? es isometria si y sélo si
d(aiaa’j) :d<f(az)7f(aj))7 VZ,j € {17273}7
donde d(-, ) es la funcién distancia de R.

=) Por ser isometria, se tiene de forma directa.
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<) Supongamos que se cumple la igualdad. Entonces, tenemos que:
d(ama]) :d(f(al)vf(a])) VZ,j € {172a3}

Por tanto, f es una aplicacién afin que preserva la distancia entre los
vértices del tridngulo. Veamos que f preserva la distancia entre dos puntos
cuales quiera p,q € R?. Para ello, usamos que R = {ay, {aa3,a1a3}} es

un sistema de referencia de R, por lo que:

p = a1 +ara165 + asaias aq, s € R
— —
q = a1 + Braia3 + Brara3 B1.B2 €R

Entonces:

d(p,q) = |14l = llg — pll = (B — an)aras + (B2 — ag)aras|| <
< \/31 - Oél| : Hal—a%H + |»32 - a2| : HoTa%II

A, 1) = [T07@)]| = |7 G -
= (81 = ) F @) + (5 — ) F @ad)|| <
< |f1 — aq) - ‘?(M) + |82 — o - H?(@)H

Ademas, como d(a;, a;) = d(f(a;), f(a;)) Vi,j € {1,2,3}, entonces:
|7 @) = || 7w rtar)

Por tanto, tenemos que:

d(p,q) < d(f(p), f(q)) < d(p,q) = d(p,q) =d(f(p). f(¢))  Vp,qeR?

| = d(f(a), flay) = d(ai,a;) = )|

Por tanto, f es una isometria.

Ejercicio 5.2.7. En R?, considera el plano afin IT = {(z,y, 2) € R® | z+y—2z = —1}.

Sea s : R3 — R3 la simetrfa respecto de II. Calcula la imagen mediante s de la recta

dada por las ecuaciones r = 1 = ¥ = » — ],

Sabemos que r = (1, —1,1) + £(2, -3, 1). Como el vector director de la recta no

es un vector de R”, tenemos que son secantes. Ademas, como son complementarios
entonces su interseccion es un tnico punto.
En este caso, da la casualidad de que py = (1, —1,1) € II, por lo que:

rnIl={(1,-1,1)} = {po}
Por tanto, tenemos que:
s(q) =po+om(pol)  VgeR?
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Como tan solo piden la imagen de la recta dada, tenemos que ¢ = py + Av, con
v=(2,-3,1), A = R. La imagen pedida es:

s(r) = s(po+ Av) = po + o5 (Po(po + )\U;) = po+ o (M) = po + Ao (v) VA eR

Por tanto, tan solo es necesario calcular o (v). Para ello, lo descomponemos

como v = vy + v, con v; € ﬁ, Uy, € ﬁl. Veamos dos formas para hacerlo:

Forma 1: Mas rédpida y con menos calculos, pero con un razonamiento mas com-
plejo.
Como T+ = L£{(1,1,-1)} = L{N}, tenemos que v, = alN, con a € R.
Calculemos el valor de a:
<Ua N> <U7 N> —2

(v, Ny = (v;, N) + a(N,N) = a = NN = I =5

Ademas, tenemos que v; = v—aN. Entonces, sabiendo la definicién de simetria
vectorial, tenemos que:

4 1
o1 (v) = og(vitaN) = v—aN = v—-2aN = (2, -3, 1)+§(1, 1,-1) = §(10, —5,—1)

Forma 2: Forma usual, resolviendo un sistema de ecuaciones con 3 ecuaciones.
Unos célculos bastante més complejos (hay que resolver un sistema 3 x 3),
pero razonamiento mas sencillo.

Tenemos que o= L{(1,1,-1)}y = £{(1,0,1),(1,—1,0)}. Buscamos las
coordenadas de v en la base B = {(1,0,1), (1,-1,0),(1,1,—-1)}:

(27 _37 1) = @<1707 1) + 5(17 _17 O) + ’7(17 17 _1)

Por tanto, el sistema a resolver es:

a+pB+y=2 a=1/3
Bry=-3 =1 =7}
a—y=1 v = "2/3

Por tanto, v = 3(1,0,1) + £(1,—1,0) — (1,1, —1). Entonces:

1 7 2 1
O'ﬁ('l}) = 5(1707 1) =+ 5(17 _170) =+ 5(17 17 _1) = 5(107 _57 _1>

Por tanto, y sabiendo el valor de o3 (v), tenemos que:
S(T) = (17 _17 1) + L {(1()’ _5a _1)}

Ejercicio 5.2.8. Una aplicacién afin f : (A, (,)) — (A’,(,)’) entre espacios afines
euclidianos se dice que preserva la ortogonalidad si para cualesquiera rectas secantes
R, S en A tales que R L S, entonces f(R) L f(S).

Probar que si f : (A, (,)) — (A, (,)’) es una aplicacién afin biyectiva, entonces
f es una semejanza (composicién de un movimiento rigido y una homotecia) si, y
solo si, f preserva la ortogonalidad.
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=)

=)

Supongamos R 1 S, por lo que ﬁ 1 ?; es decir, (u,v) = 0 para todo
u € ﬁ, v e §. Veamos si f(R) L f(S), o equivalentemente ?(ﬁ) 1 ?(?)
Sean uy € 7(?),1& € 7(?) Como f es una biyeccion, tenemos que 7
también lo es, porloque 3 ue R.,ve S | f(u) =uys, f(v)=uvy.

Veamos si (uy,vy) = 0:
ug,op) = (Fw), 7))

Veamos ahora el valor de ? Como f es la composicion de un movimiento
rigido con una homotecia, sea f = g o h, con h homotecia y g movimiento

rigido. Entonces, tenemos que h = kld+, mientras que ? es una isometria
vectorial. Por tanto:

(g o) = (7@, T @) = (T8 @), F(F @) = (F (ku), F (ko) 2
(;)(ku,kv):k2<u,v>20 VUfeﬁ, WG?

donde en (x) he aplicado que J es una isometria vectorial.

Por tanto, hemos demostrado que si f es una semejanza, entonces preserva la
ortogonalidad.

Supongamos que f preserva la ortogonalidad. Entonces, tenemos que 7(?) 1

(S) para todo R L S rectas secantes. Veamos que = k?, con ? iso-
metria vectorial y k € R.

Ejercicio 5.2.9. Encuentra, si existe, un movimiento rigido de R? que lleve la recta
{(z,y) € R? | z = 0} en la recta {(z,y) € R? | y = 1}, y también lleve la recta
{(z,y) € R? | y =0} en la recta {(x,y) € R? |z =1}.

3,,
=0 ¥ =1
2,,

y=1
j y=0 g
-2 —1 2 3 >
11
—9 |
—31
41

Opcion 1: Composicion de un giro con una traslacion.

Sean las las siguientes rectas, con sus respectivas imagenes:

r=(0,0) + £{(0,1)} — f(r) = (1,1) + L{(-1,0)}
s =(0,0) + L{(1,0)} — f(s) = (1, 1) + L{(0, 1)}
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Podemos ver que una posible solucién es que f sea la composicién de un giro
de 90 grados centrado en el origen junto con una traslacion segun el vector

(1,1).

Opcidén 2: Simetria axial.

También podemos ver las rectas, con sus respectivas imagenes, de la siguiente
forma:

Podemos ver que hay dos puntos fijos, (0, 1), (1,0). Tenemos que se trata de la
reflexion axial respecto de L = (0,1) + £{(1,—1)}; es decir, L =y = —x + 1.

Ejercicio 5.2.10. Sean fy, f, las simetrfas (ortogonales) de R? respecto de las rectas
Ri={(z,y) e R? |2z —y =2}y Ry = {(z,y) € R* |  — 2y = 1}, respectivamente.
Calcula f; o fo y describela geométricamente.

y=x—2

En primer lugar, como la composicién de isometrias es una isometria, tenemos
que fi o fy es una isometria. Ademads, como fi, fo son simetrias (movimientos in-
versos), tenemos que |f o fo| = |fi||f2| = 1, por lo que se trata de un movimiento
directo. Ademsds, p = (3,1) € Ry N Ry. Por lo que p € Py,op,.

Tenemos que Ry = p+ L{(1,1)} y R = p+ L{(2,1)}, por lo que:

Rt =p+L{(1,-1)} Ry = p+ L{(2,-1)}

Por tanto, sea Ry = {p, B1 = {(1,1),(1,-1)}} y Ra = {p, B2 = {(2,1),(—1,2)}}
sistemas de referencia ortogonales de R?. Entonces, tenemos que:

0
0

110
M(fl,Rl) — O 1
00 —1

110
M(fg,Rz) — 0 ].
00
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Buscamos expresar las matrices de f y fo en el sistema de referencia R = {p, B, }.
Tenemos que:

M(fi,R) = M(Idgz2,R1, R fl,Rl IdRz R, Rl) =
10 0 o 1/0 0
=1 0|1 1 =1 00 1
01 -1 01 0
M(f2,R) = M(Idg2,Ro,R) - M(f2,Rs) - M(Idg2, R, R2) =
1[0 0 1\0 o 10 0 N A
=10]2 -1 =5 013 4
0|1 2 04 -3
Por tanto, tenemos que:
1 5(0 0
M(flofg,R):M(fl,R)M(fQ,R):g 04 -3
013 4

Por tanto, tenemos que es un movimiento directo con puntos fijos en el plano.
Como fj o fy # Idg2, entonces se trata de un giro de centro su punto fijo, p = (3, 1).
Para calcular el angulo no orientado, sabemos que el dngulo de giro cumple que:

—> 4
2cosf =tr (M <flof2,8u>) = g =—> ¢ = arccos (5) ~ 0,64 rad

Ejercicio 5.2.11. Considera un espacio afin euclideo E de dimensién 3, y sea f un
movimiento rigido de E tal que f(1,0,1) = (2,—3,1) en coordenadas de un sistema
de referencia euclideo fijo. Si sabemos que f es la simetria respecto de un plano,
calcula dicho plano.

Consideramos en primer lugar el punto medio entre p = (1,0,1) y su imagen
f(p) = (2,-3,1), mppp) = (3/2,73/2,1). Por tanto, el plano buscado es el que pasa
por My v es perpendicular a pf(p); es decir, T = myz) + L{pf( )}L

Buscamos ahora los vectores directores del plano. Tenemos que pf(p) = (1, —3,0)
es ortogonal al plano, por lo que buscamos dos vectores perpendiculares a él. Como

(0,0,1) y (3,1,0) son ortogonales a pf(p; y los tres vectores forman base de R3,
entonces L{pf(p)}*+ = £{(0,0,1),(3,1,0)}. Por tanto, el plano buscado es:

3 =3
. (5, 2 1> +£{(0,0,1),(3,1,0)}
Ejercicio 5.2.12. Sea A un espacio afin euclideo de dimensién 2, y sean Ry vy R»
dos rectas de A. Prueba que siempre es posible encontrar un movimiento rigido
f:A— A quelleve Ry en R,. Estudia de qué tipo es f, segin la posicion relativa
de Ry y R,y. ;Se puede elegir siempre directo? ;E inverso?

Hay tres opciones, segiin la posicién relativa de Ry y Ro:
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1. RiN Ry = Ry = Ry. Es decir, las rectas son coincidentes.

En este caso, hay muchas posibilidades. El caso més sencillo es que f = Idy4,
siendo f un movimiento directo. También puede ser la simetria respecto de
Ry, siendo f un movimiento inverso.

2. Ry N Ry = 0. Es decir, las rectas son paralelas.

P2 Ry

R

b1 R,

Figura 5.3: Distintas opciones en el caso de que Ry N Ry = ().

En este caso tenemos que no hay puntos fijos.

Sea p; € Ry y p2 € Ry. Entonces, el caso mas sencillo es f = 55, siendo f
un movimiento directo. Tenemos que:

= =
f(R1) =ty <P1+R1> =py+ R = Ry

También puede ser la simetria respecto de la recta R, recta que se encuentra
entre Ry y Ry (movimiento inverso). Si p = my,,,, entonces R = p + R;.

3. Ry N Ry ={p}. Es decir, las rectas son secantes.

Figura 5.4: Distintas opciones en el caso de que Ry N Ry = {p}.

En este caso, como movimiento directo, la tinica opcion es el giro de centro p
y dngulo orientado oo = £, (R, Ra).

Como movimientos inversos, podemos considerar cualquiera de la simetria res-
pecto de cualquiera de las dos bisectrices entre Ry y Ry (estas son, en el dibujo,

Ry R').

Por tanto, siempre se puede elegir una isometria directa y otra inversa que lleve R,
en Rs.
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Ejercicio 5.2.13. Sea E un espacio afin euclideo, y sean p,q € E, con p # q.
Demuestra que existe una tnica simetria oy respecto de un hiperplano H C [E tal
que o (p) = q.

Sea el vector @ Entonces, el hiperplano buscado es el que pasa por m,, y es
perpendicular a pg; es decir, H = my,, + L{pg}*.

Efectivamente, tenemos que:

1

1
UH(p) =0H (mpq+ 5@) = Mpq — 5@ =dq

Veamos ahora que es tnica. Supongamos que existe otro hiperplano H' tal que
om(p) = q. Veamos que H = H'. Como o/ (p) = ¢, tenemos que my,, = g (p), por
— 127 / — 1 e
lo que p my,g L H" y m,, € H'. No obstante, p m,, = 5@, por lo que p§ L H', y
— —
por tanto pg € H'*. Como H’ es un hiperplano, entonces H'* = E{m}l. Por tanto,
H' = myp, + £{Zﬁ}L =H.

Ejercicio 5.2.14. Sean R; y R, dos rectas que se cruzan en un espacio afin euclideo
tridimensional E. Demuestra que existe una tnica recta afin R que interseca de ma-
nera ortogonal a Ry y Rs. Prueba ademaés que la distancia de R; a Ry es exactamente
la distancia entre los puntos dados por R{ " Ry Ry N R.

Sea Ry = p1 + L{n1} v Ry = ps + L{v2}. En el Teorema 2.2, hemos visto
que existen ¢; € R; y q2 € R, tales que E]l_q}) i ]?i y c_]l_q_g €L ]?; Ademads, como
R; N Ry = {0}, tenemos que dichos puntos son tnicos.

Por tanto, la recta buscada es R = ¢ + L{@13} = ¢2 + L{G G}

En el corolario de dicho Teorema, el Corolario 2.2.1, se vio que d(Ry, Ry) =
d(q1, q2)-

Ejercicio 5.2.15. Consideremos la aplicacién f : R? — R? que viene dada por
flz,y) = (y — 2,2+ 1). ;Es f un movimiento rigido? En tal caso, clasificalo.
Tenemos que:
1
M(f,Ro) = —2
1

— OO

0
1
0

Como R es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que 7 lo es) basta con probar que M (7, Bu> e 0(2).

Tenemos que:

w77 (1) (2 3)=(4 1) -

Por tanto, f es una isometria. Como ‘7‘ = —1, tenemos que f es una isometria
inversa en el plano. Calculemos sus puntos fijos:

110 0 1 1
210 1 T = T
1 (1 0 Y Y
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Equivalentemente, tenemos que:

() 0)-04)

Por tanto, no hay puntos fijos, por lo que se trata de una simetria axial con

desplazamiento. Calculemos en primer lugar el eje de simetria, L. Como f = o7,

%
tenemos que L = Vi:

fz{(m,y)eRQ < (?B)—Id)(:py) 0}

e (5 4)(5)-(2)) e

_>
Calculamos ahora un punto de L. Tenemos que m,zq,) € L para todo p € R?.
En particular, para p = (0,0), tenemos que f(p) = (—2,1), por lo que:

-2 1 1
= _— = —1— L
oo = (573) = (13 <

Por tanto, tenemos que el eje de la simetria es:

e}

L— (_1, %) + {1, 1))

Por dltimo, calculamos el desplazamiento. Para ello, tomamos un punto cual-
quiera de L, por ejemplo, p = (—1, %), y tenemos que f(p) = (=3/2,0). Por tanto, el
vector de desplazamiento es:

v =pf(p) = (_73 —(=1),0 - %) = (‘%‘%) = _%(1’”

Ejercicio 5.2.16. Demostrar que si p y ¢ son dos puntos de un espacio afin euclideo
E, entonces siempre existe un movimiento rigido f : E — E tal que f(p) = ¢q. De
forma més general, probar que si E tiene dimension finita y S, S’ son dos subespacios
afines de E de dimensiéon m, entonces existe un movimiento rigido f : E — E tal

que f(5)=29"

Dados dos puntos p, q € E, consideramos el vector ]ﬁ Entonces, el movimiento
buscado es la traslacién segin el vector pg, ya que:

tw(p) =p -+ =q

En el caso general, si S = p+ L{vy,...,v} v S =p + L{v|,..., v}, ambas
bases ortonormales, entonces buscamos un movimiento rigido f tal que f(p) =p'y
(v;) = v} para todoi=1,...,m.
Consideramos los siguientes sistemas de referencia euclideos:

R—{p,B—{vl,.. s Uy Uil -« - Un t
R ={p B ={vi,....0, Uy1,-- - Up}}
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donde v;, v} parai = m+1,...,n son vectores ortonormales que completan las bases
B, B’ respectivamente. Entonces, sea la aplicacién f : E — E cuya matriz asociada
en dichos sistemas de referencia es:

it - (A4

%
Tenemos que f(p) = f(Og) = O = p/. Ademss, ? (?) = S', y por tanto
tenemos que f(S) =.5’, como querfamos demostrar.
Ejercicio 5.2.17. Consideremos la aplicacién f : R? — R? que viene dada por

flz,y) = 2y — 1,—2x + 3). ;Es f un movimiento rigido? En tal caso, clasificalo.
Tenemos que:

Como R es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que 7 lo es) basta con probar que M (7, Bu> e 0(2).

Como ‘7‘ =4 # +1, tenemos que f no es una isometria.

Ejercicio 5.2.18. Sean fi, f> : R? — R? las isometrias dadas, respectivamente, por
las simetrias respecto de las rectas de ecuacion z +y =0y x + 2y = 2.

4,,
Lydo 1
r+y=
3
2,,
x4+ 2y =2
4 -3 —2 _1 1 2>
_1,,
_2,,

1. Calcula explicitamente f; y fo en coordenadas usuales.
Sea Ry = {(z,y) e R* |z +y =0}y Ry = {(z,y) € R? | x + 2y = 2}.
Tenemos que Ry = (—2,2) + L{(1,—1)} y R2 = (—2,2) + £{(2,—1)}, por lo

que:

Riip) = (=2,2) + L{(1,1)} Rty = (=2,2) + £{(1,2)}

Por tanto, sea Ry = {(—2,2),8; = {(1,—-1),(1, D}} vy Ra = {(-2,2),B; =
{(2,-1),(1,2)}} sistemas de referencia ortogonales de R?. Entonces, tenemos
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que:
0
0
-1

- M(f2aR2)

S =IO

1
M(flle): 0
0

Para calcular las matrices de f y fo en el sistema de referencia Ry = {(0,0), B, },
tenemos:

M(fl,Ro) - IdR2 Rl,RO M fl,Rl M IdRQ R07R1>

1 \ 0 0 1 \ 0 0

-1

1 1 1

M(f2,Ro) = M(Idg2, R, Ro) - M(fa, Ra) - M(Idgz,Ro, R2) =

-1

|0 0 1\00 1\00
= 2|2 1 =
2 | -1 2 1

2. Clasifica el movimiento rigido g = f; o fs.

En primer lugar, como la composicién de isometrias es una isometria, tenemos
) )
que g = f1 o fy es una isometria. Por tanto:

M(g,Ro) = M(f10 f2,Ro) = M(f1,Ro) - M(f2,Ro) = <

Ademads, como |g| = |f1 o fa| = |f1]| - |f2| = 1, tenemos que g es una isometria
directa en el plano. Ademas, como (—2,2) € R1NRy, tenemos que (—2,2) € P,
por lo que g es un movimiento directo con puntos fijos en el plano. Como
g # Idg2, entonces se trata de un giro de centro su punto fijo, p = (—2,2).
Para calcular el angulo no orientado, sabemos que el angulo de giro cumple
que:

8 4
2cosl = tr (M (q,B.)) 4+4)—g:>9:arccos(g)%0,64rad

Ejercicio 5.2.19. Demuestra que las siguientes aplicaciones son movimientos rigi-
dos del plano y clasificalos.
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3r. 4y 4 3y
5 D ) 5 )

L. f(ﬁ,y)=(3——+—,1——__

Tenemos que:

1|45 =35

Como Ry es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que 7 lo es) basta con probar que M (7, Bu) € 0(2).

Tenemos que:

w(Fsyu(Fs) = (20 ) (0 ) -(5 ) -

Por tanto, 7 es una isometria y por tanto, también lo es f. Como |f| = 1,
tenemos que f es una isometria directa en el plano. Calculamos sus puntos
fijos (x,y) € R%:

() G0 5 G- ()
Equivalentemente,
(5 )0G)-(2)

Por tanto, tenemos que solo hay un punto fijo, el punto o = %(7, —1). Por
tanto, se traza de un giro en el plano centrado en el punto o. Para calcular el
angulo no orientado sabemos que:

M(f,Ro) = | 3| %5 s

2cosf =tr (M (?,Bu>> = —g = cosf = —% = —g = 0 ~ 2,21 rad

Por tanto, se trata de un giro en el plano centrado en el punto o = %1(7, —1)y
de angulo 0 ~ 2,21 rad.

2. f(z,y) = (g—\/gy+l,\/§x+g+2>.

2 2

Tenemos que:

1o o0
M(f,Ro)=1| 1] Y2 —V3/
2| V3 1/

Como R es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que ? lo es) basta con probar que M (?, Bu) € 0O(2).
Tenemos que:

(@ (76) = (30 ) (S )= (a 1) -
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Por tanto, ? es una isometria y por tanto, también lo es f. Como |f| = 1,
tenemos que f es una isometria directa en el plano. Calculamos sus puntos

fijos (z,y) € R%:

(Tt w2 ) )= ) () =(2)

Equivalentemente,
-1 -3 r\ [ -2
V3 -1 y ) \ —4

Por tanto, tenemos que solo hay un punto fijo, el punto

o:%(—Q\/g—i-l,\/g—f—Z)

Por tanto, se traza de un giro en el plano centrado en el punto o. Para calcular
el angulo no orientado sabemos que:

2cosf = tr (]\/[ <?,Bu>> :1:>0080:%:>9:grad

Por tanto, se trata de un giro en el plano de dngulo 6 = % rad y centrado en
el punto o = 2(—2v3+1,v/3+2).

3. f(x,y) = (—E—F\/gy—i-l,\/gx—i-g—l).

2 2 2 2

Tenemos que:

10 0
M(f,Ro) = 1| -2 V3/s
—1[V3/2 1/3

Como Ry es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que 7 lo es) basta con probar que M <7, Bu) € 0(2).
Tenemos que:

i (Fos)ar (Fo)' = (i ) (om0 ) = (o)) =1a

Por tanto, ? es una isometria y por tanto, también lo es f. Como |f| = —1,
tenemos que f es una isometria inversa en el plano. Calculamos sus puntos
fijos (z,y) € R*%:

(%t e 2 ()= (e ) ()= ()

Equivalentemente,
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Por tanto, tenemos que f no tiene puntos fijos, ya que ese sistema es un SI.
Por tanto, tenemos que es una simetria axial con deslizamiento.

Calculamos en primer lu ugar su eje de simetria L, buscando primero L Como
= o}, tenemos que L = Vi, por lo que:

L ={(n.y) e | (M (T.B.) - [d)(wy) = (0,
enem (7525 (5)
~{enex (5 1) ()= (5))
{emem= oo (5]

Falta ahora calcular un punto (x,y) € S. Para ello, hay dos opciones:

()}

wl%

Opcidén 1: Método General. Este método también es valido para los movi-
mientos helicoidales.
Sea (z,y) € L, por lo que (x,y)f(z,y) € f Aplicando esta condicion,
tenemos que:

3 V3y 3z y —
(z,9)f(z,y) = f(z,y) — (7,y) “x+ +1, —Z 1|lel =
2 2 2 2
3 V3y 3(V3z gy
o =2 (X222
3 3y V3 V3
_Z 1=2 - Y5, - X2
— 290—I— 5 + 5 6y 3 -
3 1 3
:>—2x—|——y+1+£—0:> :%y 3 %_

Esta es la ecuacion implicita del eje en el sistema de referencia Ry. Por
tanto, tenemos que un punto del eje es (1/2,-1/2).

Opcion 2 : Método concreto para las reflexiones con deslizamiento.

Tenemos que myfp) € L por ser una simetria con desplazamiento. Por
tanto, dado p = (0,0), tenemos que f(p) = (1,—1), por lo que:

Mypf(p) = (% —%) €S
(] (2)

Falta ahora por calcular el vector de desplazamiento, tenemos que este se

Es decir,

calcula como v = pf(p) para cualquier p € L.

= (3on) () = ()
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5 5 d 3

Tenemos que:

3r 4 4r 3
4.f($,y):( +—y+2———y+5)

M(f, Ro) =

Como R es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que ? lo es) basta con probar que M (7, Bu) € 0(2).

Tenemos que:

w(@ e ()= (% 5) (% %)= (3 8) -

Por tanto, 7 es una isometria y por tanto, también lo es f. Como |f| = —1,
tenemos que f es una isometria inversa en el plano. Calculamos sus puntos
fijos (x,y) € R%:

(") G0 5 G)=(3)
Equivalentemente,
(7)) (=)

Por tanto, tenemos que f no tiene puntos fijos, ya que ese sistema es un SI.

Por tanto, tenemos que es una simetria axial con deslizamiento.

%
Sea L el eje de simetria, y calculemos L Como ? = o, tenemos que L = Vi,

por lo que:

L ={(z,y) e R | (M (f.B,) — Id)(,y)' = (0,0)"} =

teoe= (5 5)(5)-(0))-

={(z,y) eR* | —z+2y =0} = L£{(2,1)}

Busquemos ahora un punto de L. tenemos que myf,) € L para todo p € R2.
Sea p = (0,0), f(p) = (2,5). Tenemos que:

Myt = (1,52) € L

Por tanto, el eje es L = (1,5/2) + L{(2,1)}. El vector de desplazamiento es
v = pf(p; para todo p € L. Entonces:

vzm:f(la5/2>_(1’5/2) B (§’§>
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Ejercicio 5.2.20. Demuestra que las siguientes aplicaciones son movimientos rigi-
dos del espacio y clasificalos.

L. f(z,y,2) =2+y,z,1+ z).

Tenemos que:

M(f, Ro) =

Como Ry es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que ? lo es) basta con probar que M (7, Bu) € 0O(3).

Tenemos que:

010\ /010 100
M(?,BU)M(7,BU): 100 1o00]|=[010]=rd
001/)\0o01 00 1

Por tanto, tenemos que 7 es una isometria, y por tanto f lo es también.
Como ‘ = —1, tenemos que se trata de una isometria inversa. Calculemos

los puntos fijos:

-1 1 0 x 2
[ 1 -1 0 y =10
0 0 0 z 1

Por tanto, f no tiene puntos fijos, por lo que se trata de una simetria especular
con deslizamiento. Calculemos el plano de simetria 7. Obtenemos en primer

lugar 7, que como ? = 0=, tenemos que es Vi:

7 ={(w.y.2) € B | (M (F.B,) ~ Id)(w,y,2)' = (0,0,0)'} =
-1 1 0 T 0

=1 (z,9,2) € R?| 1 =10 Y (0 =
0 0 0 2 0
={(z,y,2) eR* |z —y=0} = L£{(1,1,0),(0,0,1)}

Busquemos ahora un punto de 7. tenemos que mys,) € 7 para todo p € R3.
Sea p = (0,0,0), f(p) = (2,0, 1). Tenemos que:

1
Mpf(p) = (1,0, 5) cm

Por tanto, el plano de simetria es m = (1, 0, %) +£{(1,1,0),(0,0,1)}. El vector

de desplazamiento es v = pf(p) para todo p € w. Entonces:

eif6h 1 (10) - (10) - (212 - (102) -

147



Geometria 111 5.2. El Espacio Afin Euclideo.

2. fx,y,2) = (g—ﬁ+2 y+2, Q+ > +2)
Tenemos que:
1 \ 0 0 0
20 Y2 0 VB
V3l 0 12

Como R es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que 7 lo es) basta con probar que M (7, Bu) € O(3).

Tenemos que:

2 0 —V3/2 2 0 V3
M(?,BU>M<?,Bu>t: 0 1 0 0 1 0 |=1Ids
V3o 0 1 ~V3/p 0 12

Por tanto, tenemos que ? es una isometria, y por tanto f lo es también. Como

‘?‘ = 1, tenemos que se trata de una isometria directa. Calculemos los puntos

fijos:
—1/2 0 —V3/2 x 2
[ o o o gy | =1 2
VBla 0 —1/ z 2

Por tanto, f no tiene puntos fijos, por lo que se trata de una traslacion o de
un movimiento helicoidal. Como f # Idgs, tenemos que f es un movimiento
helicoidal. Busquemos el eje de giro L, el dngulo de giro 6, y el vector de
deslizamiento v.

%
Como ? G{9 >, tenemos que L = Vj. Por tanto,
= {(@.y.2) € R | (M (.B,) — Id)(z,y,2)" = (0,0,0)'} =
—1f2 0 —V3/2 x 0
(z,y,2) € R?| 0 0 0 y | =10 _
VBla 0 —1/2 2 0

= £{(0,1,0)}

Para obtener un punto del eje, sabemos que dado (z,y,z) € L, entonces
(x,y,2)f(z,y, jE L . Por tanto,

(x,y,z)f(x,y, 25 = f(CL’,y,Z) - (ZE,y,Z) =

= —=- 2,2, — — = +2 L
<2 2 tas 2 2+>€
r 3z V3z oz r=1-+3
- = 2=0=——-+4+2<=
2~ 2 2 27 {z:1+\/§
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Por tanto, tenemos que el eje es:
L=(1-+3,0,1+3)+L£{(0,1,0)}
Para calcular el angulo de giro, sabemos que:

20080+1:tr<M<7,Bu>> :2:>0059:%:>9:g

Por dltimo, tan solo falta calcular el vector de desplazamiento. Tenemos que
v = pf(p; para cualquier p € L. Tomando p = (1 —+/3,0,1 4 v/3), tenemos
que f(p) = (1 —+/3,2,14+/3). Por tanto,

v=(0,2,0)
dr 3z 3r 4z
3. =(-——+—+3y,—+=—-1).
L =)
Tenemos que:

1\0 0 0
B 3|45 0 3/
1|35 0 4

Como R es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que ? lo es) basta con probar que M (?, Bu) € 0O(3).
Tenemos que:

=45 0 3/s 45 0 3/s

M(?,BU>M(?,Bu)t: 0 1 0 0 1 0 |=1Id

35 0 4/s 35 0 4/s

Por tanto, tenemos que ? es una isometria, y por tanto f lo es también.
Como ‘ = —1, tenemos que se trata de una isometria inversa. Calculemos

los puntos fijos:

=95 0 3/s x 3 51
35 0 —1s z -1

Es decir, f tiene un plano de puntos fijos, por lo que se trata de una simetria
especular. El plano es:

= (g,o,o) + £{(0,1,0),(1,0,3)}

5) 5 ) )
Tenemos que f(z,y,2) = f'(x,y,2)+(0,4,0), donde f’ es la reflexién especular
del apartado anterior.

4 3 3 4
4. f(z,y,2) = (——x+—z+3,y+4,—x—|——z—1>.

Por tanto, tenemos que se trata una reflexién especular en el plano 7 =
(g, 0, 0) + £{(0,1,0),(1,0,3)} con deslizamiento segun el vector v = (0,4, 0).
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55 35 3 3 3

2y 2z bz 2y 4z 20y 2z
5. z,Y,2) = | —=+ —, .
Tenemos que:
1 ‘ 0 0 0
| 0] O 25 1B
M(f,Ro)— 0 \/5/3 _2/3\/5 4/3\/5
—2/3  —1l/3  2/3

Como Ry es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que 7 lo es) basta con probar que M (7, Bu) € O(3).

Tenemos que:

0 25 13 0 VB s 100
VB/3 —2/3\5 4/35 25 2fsvs s | =1 0 1 0 | =Ids
—2/3 /s 2/3 s 435 23 001

Por tanto, tenemos que 7 es una isometria, y por tanto f lo es también.

Como ‘ = —1, tenemos que se trata de una isometria inversa. Adem4s,
como f(0,0,0) = (0,0,0), sabemos que al menos hay un punto fijo. Veamos si
hay mas:
-1 2/\/5 1/\/5 T 0
—| V33 —2s5—1 4/3v5 y | =10
—2/3 —1/3 —1/3 z 0

Como el rango de la matriz de coeficientes es 3, tenemos que el sistema es
SCD, por lo que tan solo hay una solucién, que sabemos que es el origen. Por
tanto, se trata de un giro con simetria. Sabemos que el angulo de giro § cumple
la siguiente condicién:

2cosf—1=tr(M <7 B ) = cosf = 25_2\/5:>9%O,817 rad.
3 3\/_ 30

Calculemos ahora el eje L. Sabemos que 7 es un giro con simetria vectoriales,
y L = V_;. Entonces:

T ={(.y2) € R | (M (T ,B.) + 1d)(w,,2)' = (0,0,0)'} =
1 2/v5 1/v35 x 0

(z,y,2) €R*| [ V5/s —%sv5+1 Yfav5 y |=(0]p=
*2/3 —1/3 5/3 z 0

=c{(v5+a-2v5-31)}

Por tanto, tenemos que el eje de giro es:
L=(0,0,0)+£{(V5+4,-2v5-31)}

150



Geometria 111 5.2. El Espacio Afin Euclideo.

NGY: 2y 4z 2y z 20y 2z
6' f(x’y7z>:< _g - .

— + ,— + —_—,
3 3v5 36 WVvE V53 3
Tenemos que:
1 ‘ 0 0 0
0| V53 —2/3v5 4/3v5
0] 0 25 15
0|-23 -3 23

M(f, Ro) =

Como R es un sistema de referencia ortonormal, para ver si f es una isometria
(equivalentemente vemos que 7 lo es) basta con probar que M (7, Bu) € 0O(3).

Tenemos que:

VB/3 —2/35 4/35 Vi/3 0 23 100
0 25 Y5 “2/3v5 2[5 s | = 0 1 0 | =Ids
-2/3  ~lf3 23 Y3v5 Vs 23 00 1

Por tanto, tenemos que ? es una isometria, y por tanto f lo es también.

Como

= 1, tenemos que se trata de una isometria directa. Ademas, como

£(0,0,0) = (0,0,0), sabemos que al menos hay un punto fijo. Veamos si hay

mas:
VB3 —1  —2/3s5 4/3v5 x 0 x = _‘/25_3 A
_ 0 2B-1 s yl={0]=<{y=(/5+2-2
—2/3 —1f3 -1/3 z 0 2=\

Por tanto, tenemos que hay una recta de puntos fijos,
-5 -3
L= (0,0,0)+£{<‘/_T,\/5+2,1>}

Veamos ahora el angulo de giro 6. Tenemos que:

10 + 11v/5 -5+ 11v/5
2cos€+1:tr<M(7,Bu>>:%—1—5\/_:0059:—;—0\/_:9%0,86rad.

Ejercicio 5.2.21. Calcula en coordenadas usuales de R? el giro centrado en el punto
¢ =(1,2) y de dngulo .
Sea el sistema de referencia R = {c, B, }, y sea 0 = %’r Entonces, tenemos que:

1| 0 0 1o o
M(fy,R)=| 0|cosf —senf | =1 0|12 —V3/2
0|senf cosd 0|Vv32 -1/
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Para expresarlo en coordenadas usuales, tenemos que:

M(f,Ro) = M(Idg2, R, Ro) - M(f,R)- M(Idg>,Ro,R) =
= M(Idg2, R, Ro) - M(f,R) - M(Idg>,R,Ro) " =

-1

1[0 0 1o o0 1[0 0
= 1]1 0 0] -2 —V3/2 1[1 0 =
210 1 0| V3 —1 200 1
1 |0 0
= 2\/54—3/2 —1/2 —\/3/2
—\/34—6/2 \/§/2 —1/2

Ejercicio 5.2.22. Calcula la simetria con deslizamiento respecto de la recta dada
por la ecuacién L =z —y = 1 de R? y vector de desplazamiento v = (—2, —2).

%
Tenemos que L = (1,0)+L{(1,1)}, por lo que L+ = £{(1,—1)}. Sea entonces el

sistema de referencia R = {(1,0),8 = {(1,1), (1, —1)}}. Ademds, f(1,0) = (1,0) +
(—2,—-2) = (—1, —2). Calculamos sus coordenadas en R:

(—=1,-2)=(1,0)+a(1,1)+ 8(1,-1) =1+ a+ B,a — )

Por tanto, « = =2, 8 = 0, por lo que f(1,0) = (—2,0)%. Entonces,

Para expresarlo en coordenadas usuales (aunque en este caso no lo piden), tene-
mos que:

M(f,Ro) = M(Idg, R, Ro) - M(f,R) - M(Idg2, Ro, R) =
= M(Idg2, R, Ro) - M(f,R) - M(Idg>,R,Ro) " =
1 0 0 1[0 o 10 0\
= —2[1 0 11 1 =
00 -1 0|1 -1

1
0 0
101
-3 0

Ejercicio 5.2.23. Sea f : R? — R? la aplicacién afin dada por
f(_la_l) = (070)7 f(_17_2) = (170)7 f(oa_l) = (Oal)

Demuestra que f es un movimiento rigido y clasificalo.
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2
Y
1
8- aju
-2 -1 1 2 3
o -1
o =2
—3

Figura 5.5: Representacion de los puntos dados por el enunciado.

Definimos en primer lugar el sistema de referencia dado por:

R={(-1,-1),(-1,-2),(0,—1)}.
Tenemos que su base asociada es B = {(0,—1),(1,0)}. Calculemos las imagenes

de los vectores de la base mediante f:
7(0.-1) = FEL D71 =2) = (0.0)(1,0) = (1,0)
F(1.0) = FL-1)f(0.~1) = (0.0)(0,1) = (0.1)

Tenemos que su matriz asociada es:

1[0 0
M(f,R,Ro)=| 01 0
0/0 1

En el sistema de referencia usual, tenemos que es:

M(f,Ro) = M(f,R,Rq) - M(Idg2,Ro,R) =
= M(f,R,Ro) - M(Idp2, R, Ro) " =

-1

1[0 0 10 0
=1 0[10 —-1[0 1 =
0/0 1 ~1(-10

Es facil comprobar que cumple las tres condiciones dadas por el enunciado. Como
Ry es un sistema de referencia ortonormal, tenemos que para comprobar que f es

un movimiento rigido basta con comprobar que M (?, Bu> € 0O(2). Tenemos que:

(7 () =(8 ) (4 4) -

Por tanto, tenemos que es una isometria. Como ‘?‘ =1, tenemos que f es una

isometria directa. Calculemos los puntos fijos:

() G- =10
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Es decir, es una isometria directa con un tnico punto fijo, por lo que se trata de
un giro de angulo 0 # 0. Calculemos su angulo de giro:

2cosb = tr (M (?,Bu)> = costl =0 :ng

Es decir, se trata de giro centrado en el punto (—1,0) y de dngulo 7 rad.
Ejercicio 5.2.24. Sea R el sistema de referencia de R? con origen en el punto (1, 1)
y base asociada {(1,1),(—1,1)}. Consideremos la aplicacién afin f tal que, si (x,y)

son las coordenadas de un punto genérico p en el sistema de referencia R, entonces
las coordenadas de f(p) en el sistema de referencia usual vienen dadas por

—1 1 1 T
o (3)-( ) (5)
JEs f un movimiento rigido? En caso afirmativo, clasificalo.

Tenemos que R = {(1,1), B}, con B ={(1,1),(—1,1)}. La matriz asociada de f
viene dada por:

1170 O

M(faR7R0) =

En el sistema de referencia usual, tenemos que es:
M(faRO) = M(f7R7RO> ’ M<[dR27R07R) =
= M(f, R, Ro) - M(Idg2, R, Ro) ™" =

-1

10 0 1/0 0 1100
= —-1(1 1 1711 -1 = —210 1
311 -1 171 1 2110
Claramente, ? es una isometria; y como ?‘ = —1, tenemos que es una isometria

inversa. Calculemos sus puntos fijos:

(-1 1 x\ [ =2
1 -1 y | 2
Por tanto, tenemos que hay una recta de puntos fijos: L = x —y = —2. Es decir,

L =(-1,1)+ £{(1,1)}. Como f es una isometria inversa, tenemos que f es una
reflexion axial sobre la recta L.

Ejercicio 5.2.25. Sean f1, f» : R* — R? las isometrias dadas respectivamente por
las simetrias respecto de los planos de ecuaciones x +y =1y x — 2 = 2.

1. Calcula explicitamente f; y fo en coordenadas usuales.

Sea f; la simetria especular respecto de m = (0,1,1) + £{(1,—1,0),(0,0,1)}.
Tenemos que T+ = L£{(1,1,0)}; por lo que consideramos el sistema de re-
ferencia R = {(0,1,1),B}, con B = {(1,—1,0),(0,0,1),(1,1,0)}. Tenemos

que:
1[00 0
0/1 0 0
0/0 0 —1
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En las coordenadas usuales, esta es:

M(fl, Ro) - M(IdR?s, R, Ro)M(fl, R)M(IdRS, Ro, R)

1[0 00 1/0 0 0 1[0 00
|lo[1T 01 0[1 0 0 o1 01| _
Sl 1]-1 01 0/0 1 0 11-1 0 1 N
100 10 0/0 0 -1 110 10
110 0 O
|10 =10
Sl 1/-1 0 0
00 0 1
Sea f, la simetrla especular respecto de m = (1,0, —1) + £{(1,0,1),(0,1,0)}.
Tenemos que - = £{(1,0,—1)}; por lo que consideramos el sistema de re-
ferencia R’ = {(1 0,-1), B’} con B’ = {(1,0,1),(0,1,0),(1,0,—1)}. Tenemos
que:
1[00 0
/ 0[1 0 O
0[]0 0 -1

En las coordenadas usuales, esta es:

M(fg, Ro) — M(IdRs, 7-\),/, Ro)M(fQ, R/>M<[de, Ro, R/) —

1100 0 1[0 0 0 100 0
B 111 0 1 0[{1 0 O 171 0 1 B
N 001 O 0[{0 1 O 0101 O N
-1/1 0 -1 0/0 0 -1 -1/1 0 -1
110 0 O
| 2700 1
N 010 10
-2|1 00
2. Clasifica el movimiento rigido g = fi o fs.
Tenemos que |g| = | f1] - | f2] = 1, por lo que se trata de una isometria directa

en el espacio. Ademas, tenemos que la recta dada por la interseccién de ambos
planos es una recta de puntos fijos. Es decir, la recta L dada por:

L= {(:L’,y,z) eR?

es una recta de puntos fijos. Como 7 # Idgs, tenemos que no hay mas puntos

fijos, por lo que se trata de un giro sobre el eje L. Para obtener el angulo de
giro, obtenemos M 7 B.)

M(q,B,) = flon,

):

—10

= | - 0
1)

M(Fiofy 7

1 Bu M( 17Bu)'M(anBu):

0 —1 0
0 -1
1 0

O = O O
OO)—\“

0
0
1
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Por tanto, si 0 es el angulo de giro, tenemos que:

1 2
1+2cosf = tr(M(q,B,)) :0:0059:—5:8:§

Ejercicio 5.2.26. Calcula en coordenadas usuales la isometria de R? dada por el
movimiento helicoidal alrededor de la recta R = (1,2,1) + £{(1,0,—1)} con giro de
dngulo ¢ = 7 y vector de traslacion v = (—2,0,2).

Sea KL = £{(0,1,0), (1,0,1)}. Consideramos entonces el sistema de referencia
dado por R = {(1,2,1), B}, con B = { =(1,0,-1),(0,1,0), \%(1,0, 1)} Calculemos
las coordenadas de v en B:

1 1
—a- E(1,0, ~1) + B(0,1,0) +~ - E(1,0, 1)

Entonces, a = —2v/2, f = 0, v = 0, por lo que v = (—2v/2,0,0)3. Entonces,
tenemos que:

= (=2,0,2)

1 0 0 0 1 |00 0

O —2v2|1 0 0 | —2v2|1 0 0
M(f,R) = 0 |0 cosf —senf | 0 |00 —1
0 0 senf cosf 0 01 0

Para calcular las coordenadas usuales, tenemos que:

M(fa 7?'0) = ]\/[<1le3 R RO) (f> R) ([dR37ROaR) -
)- M deg R, RO)—1

= M(Idgs, R, Ro) - M(f, R =

V2 | o 0 0 0 0

L V2 0 1 0 0

V2 | 2v2 o V2 0 0 —1
V2 -1 0 1 1

\/5 -1

2 0
1 —2v2— 2 1
T2 2v2+4 | V2 0 —V2
—2V2+6| -1 V2 1

Ejercicio 5.2.27. Clasifica el siguiente movimiento rigido de R3:
1
flz,y,z) = §(2x+2y—|—z+2,x—2y+22—2,2a7—y—2z—4)
y calcula sus elementos notables (o geométricos).
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Tenemos que su matriz asociada en el sistema de referencia usual es:

310 0 0
1 212 2 1
—412 -1 -2

Tenemos que |f| = 1, por lo que se trata de una isometria directa. Calculemos
sus puntos fijos:

-1 2 1 T —2 T =24+ 3\
1 -5 2 Y = 2 == y=A
2 -1 -5 z 4 Z=A

Por tanto, tenemos que f es una isometria directa en el espacio con una recta
de puntos fijos, por lo que se trata de un giro. Tenemos que el eje de giro es la recta
L dada por:

L=(2,00)+L£{(311)}

Calculemos ahora el dngulo de giro no orientado 6 € [0, w]. Como la traza de la
matriz queda invariantes por semejanza, tenemos que:

14+2cosf =tr <M (?,Bu>) = %(2—2—2) = cosf = —g = 0 ~ 2,55 rad

Ejercicio 5.2.28. Calcula la simetria con deslizamiento respecto del plano de ecua-
cién z +y + 2z =1 de R? y con vector de traslacién v = (2, —1, —1).

Tenemos que el plano de simetria es 7 = (1,0,0) + £{(1,-1,0),(1,0,—1)}.
Entonces, 7+ = £{(1,1,1)}. Consideramos entonces el sistema de referencia dado
por:

R ={(1,0,0),B}, con B ={(1,-1,0),(1,0,—1),(1,1,1)}
Calculamos las coordenadas de v en B:
v= (27_17_1) :@(1,—1,0)"‘5(1,0,—1)+7(1,171)

Igualando cada componente, tenemos que @ = 1, § = 1, v = 0. Por tanto, v =
(1,1,0)5. Entonces, tenemos que:

1[00 0
1/10 0
0/0 0 —1

Para calcular la matriz en el sistema de referencia usual (aunque no nos lo piden),
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tenemos que:

M(f,Ro) = M(Ing R, RO) “M(f,R) - M(Idgs,Ro, R
M(

1\000 (00 0 1[0 0 0
1 1 10 0 101 1 1 B
0 1 01 0 0/-1 0 1 B
11 00 —1 0] 0 -1 1
0 0

1
1
1
0

3]0
18T 2 =2
3 —1]-2 1 -2
“1l-2 -2 1

Ejercicio 5.2.29. Clasifica el movimiento rigido de R?® dado por
20 +2y+2+3 20+y+22 —x+2y—2z-3
flz,y,2) =

3 ’ 3 ’ 3
Tenemos que su matriz asociada en el sistema de referencia usual es:
3]0 0 0
1 312 2 1
-3|-1 2 =2
Tenemos que |f| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa. Calculemos
sus puntos fijos:
-1 2 1 x -3 x=0
-2 =2 2 y | = 0 =< y=-1
-1 2 =5 z 3 z=-—1

Por tanto, tenemos que f es una isometria inversa en el espacio con un unico
punto fijo, por lo que se trata de un giro con simetria. Calculemos el eje de giro:

fzv,l = {(:c,y,z) €R3‘<M <?,Bu) +Id> (:C,y,z)t:O} =

5 21 T
=< (z,y,2) eR®|[ —2 4 2 y | =0p =
-1 2 1 2

T
B 3 5 2 1 B B
- (.Z',y,Z)GR (12 00 Yy =0 -

=£(0,1,-2)

Por tanto, tenemos que el eje es la recta L dada por:
L=(0,-1,-1)+ £(0,1,-2)

Calculemos ahora el dngulo de giro no orientado 6 € [0, 7]. Como la traza de la
matriz queda invariantes por semejanza tenemos que:

2
—1—1—2005021&7’( (?B)) 2+1—2):0056’:§:0z0,84rad
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Ejercicio 5.2.30. Calcula la isometria de R? dada por la composicién de un giro
de dngulo 7 respecto del eje R = (1,2,0) + £({(0,1,0)}) y la simetria respecto del
plano y = —1.

(1,0,1)
16(1,0,0)

Figura 5.6: Giro de angulo 7 en el plano R(Ll7070), es decir, el plano y = 0 (X 72).

™

Calculamos en primer lugar la matriz asociada al giro de angulo 7 respecto del

eje R. Como ﬁL = L{ej, e3}, tenemos que:

ng(el) = —e3s, ng(ez) = 9, Gg’f(eg) =e Go.(0,0,0) = (1,0,1)

Por tanto, la matriz asociada en el sistema de referencia usual es:

1 ‘ 0 00
110 01
M(GorRo) =1 o1 g 1 g
1/—-1 0 0
Calculamos ahora la matriz asociada a la simetria respecto del plano 7™ =y = —1.

Tenemos que:
oz(e1) =e, oz(ea) =—ea, oz(e3) =e3 0.(0,0,0) = (0,—2,0)

Por tanto, la matriz asociada en el sistema de referencia usual es:

1[0 0 0
01 0 0
MomRo) =1 510 —1 0
00 0 1
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Por tanto, la matriz asociada a la composicion de ambas isometrias es:

M(f, RO) = M(O’F,R()) . M(GQ’L,RO) ==
|

110 0 0 110 0
[To1 0 o 170 01| _
| —2/0 -1 0 0] 0 10"
00 0 1 1/-1 00
0 0 0
1o 01
| —2l0 -10
1/-1 0 0

Ejercicio 5.2.31. Para cada a € R se considera el movimiento rigido de R3 dado
por:

1
oy, 2)=(—ov+2y+224+2,204+2y —2— 1,20 —y + 22 — a).
3

Clasificar, segun los valores de «, qué tipo de movimiento es f,, calculando en cada
caso el conjunto de puntos fijos.
Tenemos que su matriz asociada en el sistema de referencia usual es:

3/0 0 0
1 2]-1 2 2

M{foR) =31 1| 9 o _1
—a| 2 -1 2
Tenemos que | f,| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa. Calculemos
sus puntos fijos:
-4 2 2 x —2
2 -1 -1 y | = 1
2 -1 -1 z «
Realizamos una distincién de casos en funcién del pardametro a:

s Sia#l:
Tenemos que el sistema es SI, por lo que Py = 0. Se trata de una simetria
especular con deslizamiento.

» Sia=1:

Tenemos que el sistema es SCI, y hay un plano de puntos fijos. Por tanto, se
trata de una simetria especular respecto del plano 7 dado por:

rT=2—y—2z=1=(1,1,00+ L£{(1,1,1)}

Ejercicio 5.2.32. Sea R es el sistema de referencia con origen en el punto (1,0, 1)
y base asociada {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)}. Determina si la siguiente aplicacién afin
f : R* — R3, que en coordenadas respecto del sistema de referencia afin R estd
dada por

x -9 5 2 -2 o
flo|=z]| w6 |+{0 7 8 y
2 7 0 —4 —1 2
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es un movimiento rigido y, en caso afirmativo, clasificalo.

Tenemos que:

0 0
2 =2
7T 8
-4 -1

5|
11 -9
—7

0
5
0
0

Tenemos que R no es ortonormal, por lo que calcularemos su matriz en el sistema
de referencia usual para determinar si es un movimiento rigido.

M(f, Ro) = M(Idgs, R, Ro) - M(f, R) - M(Idgs,Ro, R) =
(Idgs, R, Ro) - M(f,R) - M(Idgs, R, Ro)~" =

50 0 0
95 2 -2
‘5| 16]0 7 8
0
0
3

—_
— O |
o o r~lo
O~ RO

710 —4 -1

I
| =
N R O R
|
(@)
o O OO
|
N
W = OO

Tenemos que:

1
|f|:§-52-(9+16):1

Por tanto, se trata de una isometria directa. Calculemos sus puntos fijos:

0 0 0 x 0 r=ANeER 1 3
0 -2 4 Y = ) — Yy = —1/2 — Pf = (0, —5, —§> +L (1,0,0)
0 —4 =2 2 5 z = —=3/2

Por tanto, tenemos que hay una recta de puntos fijos, por lo que se trata de un
giro respecto de dicha recta. Calculemos el angulo de giro no orientado 6 € [0, 7].

1
14+2cos @ = tr (M (?,Bu)) = 5(54—3—1—3) = cosf = g = 6 = arccos (g) ~ 0,927 rad

Ejercicio 5.2.33. Decide de forma razonada qué tipo de movimiento rigido es:

1. La composicién de dos simetrias ortogonales en el plano euclideo R2.

Sea f dicha composicién. Como |f| = 1, tenemos que se trata de una isometria
directa. Distinguimos en funcion de la posicién relativa de ambas rectas:

» Si Ry = Ry (son coincidentes), entonces veamos que f = Idpe.

Tenemos que f = og, 00g, = Og, ©OR, © dgz2, donde en (x) he aplicado
la propiedad de involucién de las simetrias.
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» Si Ry||Rs, Ry # Ry (son paralelas), entonces veamos que f es una trasla-
cién seguin un vector no nulo. Tenemos que:

5 5 *
?:U&OURz:UE{OUE{(:)IdR?

donde en (*) he aplicado la propiedad de involucién de las simetrias vec-
toriales. Veamos ahora que el vector no es nulo. Sea p € R», entonces
oRr,(p) = p. Por tanto, f(p) = op,(p). Como R; # R,, tenemos que
or,(p) # p, por lo que:

pf@)=pom@) £ 0

¢ —
Ademas, sabemos que p f (p5 =pogR (pj € R,*. Por tanto, como su lineal
asociada es la identidad y su vector de traslacion es no nulo, se trata de
una traslacién sin puntos fijos.

» SiRINRy #0, Ry M R, (son secantes), entonces veamos que f es un giro
de angulo 0 €]0, 7].
En primer lugar, veamos que f tiene tan solo un punto fijo. Veamos en
primer lugar la existencia de dicho punto. Sea R; N Ry = {p}. Entonces,
or,(p) =Py or,(p) = p. Por tanto, f(p) = or, o or,(p) = p.
Veamos ahora la unicidad. Como f es un movimiento directo en el plano,
basta con que haya algtin punto que no sea fijo para que no haya mas. Sea
q € Ry, q # p. Entonces, og,(q) = ¢. Por tanto, f(q) = og, 0 og,(q) =
or,(q). Como q ¢ Ry, entonces f(q) # q.
Por tanto, sabemos que se trata de un giro de centro p de angulo no
orientado 6 €]0, 7.

2. La composicién de dos simetrias ortogonales con deslizamiento en el plano
euclideo R2.

= =
Sea f1 = ty, ©0R, ¥ fo = tu, © Ory, con v; € Ry \ {0} v v2 € Ry \ {0}. Por
tanto, tenemos que:

f:flof2:tv100Rlotv200R2 :tvl Ot’UQOO—Rl OO-RQ :tv1+v200—R1 OO_RQ

Por tanto, haremos uso del apartado anterior para clasificar la composicién de
las simetrias ortogonales og, o og,.

= Si v; + vy = 0, entonces la clasificacién es la misma que en el apartado
anterior.

= Si vy 4+ vy # 0, entonces tenemos que:

e Si Ry = Ry (son coincidentes), entonces sabemos que og, © og, =
Idg2, por lo que f = 1,,44,, que se trata de una traslaciéon sin puntos
fijos.

e Si Ry||Ry, Ry # Ry (son paralelas), entonces sabemos que o, 0og, =
ty, con v € R1+\ {0}. Como v € Ri* y vy +vs € Ei, tenemos que
v L vy + vy, por lo que vy + vy + v # 0. por lo que f =ty 14,40, que
se trata de una traslacién sin puntos fijos.
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e Si Ry N Ry # 0, Rl/H/RQ (son secantes), sabemos que o, © o, €s un
giro de centro p de dngulo no orientado 6 €]0, 7].
Por tanto, tenemos que:

—_ =
? = tv1+v2 © Gﬁ,p = [d]R2 © GG = GH

Como 6 # 0, tenemos que f es un giro de angulo no orientado 6 €
10, 7].

3. La composicién de un giro y una simetria en el plano euclideo R?.

En este caso, tenemos que f = Gy, 0 og, con p € R? 0 €]0,7] y R C R?
Tenemos que |f| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa. Por
tanto, se trata de una simetria axial o una simetria axial con deslizamiento.
Supongamos que es una simetria axial con deslizamiento, t, o g, con v €

\ {0}. Tenemos que:

Gyopoor=t,003 = Gy, =1t,00500p

Distinguimos en funion de la posicién relativa de S'y R:

» Si S = R (son coincidentes), entonces sabemos que og o ogr = Idgz, por
lo que Gy, = t,, llegando a una contradiccion, ya que el giro tiene puntos
fijos pero la traslacién no.

» Si S||R, S # R (son paralelas), entonces sabemos que og o og = t,, con

we St\{0}. Comowe Stywve ?, tenemos que w L v, por lo que
v+ w # 0. por lo que Gy, = tyt. Esto es una contradiccién, ya que el
giro tiene puntos fijos pero la traslacion no.

» Si SNR # 0, SMR (son secantes), sabemos que og o or €s un giro
de centro ¢ de dngulo no orientado 6’ €]0,x]. Por tanto, tenemos que
Gyp = t,0Gy 4, que también es una contradiccion, ya que p no se mantiene
fijo en el caso de la derecha.

Por tanto, se trata de una simetria axial.

4. La composicién de un giro y una simetria con deslizamiento en el plano
euclideo R

En este caso, tenemos que f = Gp,00r0t,, con p € R* 0 €]0,7], v € ﬁ\{O}
y R C R?. Por el apartado anterior, sabemos que Gy, o o es una simetria
axial, sea esta og, con S C R?.

Por tanto, tenemos que:

f:G@pOO-ROtv:O-SOt’U ’UEﬁ\{O}

Ademsds, sabemos que |f| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa.
Por tanto, se trata de una simetria axial con o sin deslizamiento.
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5. La composicién de dos simetrias ortogonales en el espacio euclideo R3.

Sean fi = 0x, Y fo = On,, con m y mo dos planos. Sea f = f1 o fo, y tenemos
que |f| = 1, por lo que se trata de una isometria directa. Distinguimos en
funcion de la posicién relativa de ambos planos:

» Sim = my (son coincidentes), entonces veamos que f = Idgs.

Tenemos que f = 0y, 0 0ry, = Or, 0Oy oy dgs, donde en (x) he aplicado
la propiedad de involucién de las simetrias.

» Sim||me, m # o (son paralelos), entonces veamos que f es una traslacion
segtin un vector no nulo. Tenemos que:

donde en (x) he aplicado la propiedad de involucién de las simetrias vec-
toriales. Veamos ahora que el vector no es nulo. Sea p € w9, entonces
0 (p) = p. Por tanto, f(p) = o (p). Como m # mg, tenemos que
ox (p) # p, por lo que:

p f(pi =p0m(p5 £ 0

\

Ademas, sabemos que p f(pj =pOon (pj e 71, Por tanto, como su lineal
asociada es la identidad y su vector de traslacién es no nulo, se trata de
una traslacién sin puntos fijos.

s Si dimm N7 = 0, veamos que no es posible. Por la férmula de las
dimensiones, como la interseccion no es nula, tenemos que:

dim 7y + dim e = dim(m; N 7we) + dim(m; V my) = 4 = 0+ dim(m; V m2)

No obstante, esto es una contradiccién, ya que dim(m; V ms) < 3.
= Si dimm N7y = 1, entonces hay una recta de puntos fijos. Veamos que
hay algin punto que no es fijo. Sea p € my, entonces o,(p) = p. Por

tanto, f(p) = on, (p). Como m # ma, p & m, por lo que o, (p) # p. por
tanto, f # Idgs, y por ser f un movimiento directo tenemos que f es un

giro de eje m; Ny y dngulo no orientado 6 €]0, 7.

6. La composicién de un giro y una simetria en el espacio euclideo R3.

Sea f = Gy o o, con L una recta, § €]0,7] y = un plano. Tenemos que
|f| = —1, por lo que se trata de una isometria inversa. Segun la posicién
relativa de L respecto de m, tenemos:

= Si L C 7, entonces veamos que se trata de una reflexion especular.
Sea dim L N = 2, entonces Gy 1(p) = p. Por tanto, f(p) = o.(p). Como
p € m, entonces o,(p) = p, por lo que f(p) = p. Por tanto, al menos
hay una recta de puntos fijos. Como se trata de una isometria inversa, se
trata de una reflexion especular.

» Sidim L N7 =1, entonces veamos que se trata de un giro con simetria.

Sabemos que la interseccién es un punto, por lo que dim Py > 0.
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7. La composicién de un giro y una traslacién en el espacio euclideo R3.

Sea f = Gy ot,, con L una recta, 8 €]0,7] y v € R*\ {0}. Tenemos que
|f| = 1, por lo que se trata de una isometria directa. Segun el valor de v,
tenemos:

a) Siv € L, tenemos por definicién que se trata de un giro con deslizamien-
to, es decir, un movimiento helicoidal.

%
b) Siv ¢ L, veamos que se trata de un giro:

—— =
?:G(;’Lotv =G,poldps =G,

Como 6 # 0, tenemos que f es un giro de dngulo no orientado 6 €]0, 7].

8. La composicién de dos simetrias centrales en el espacio euclideo R3.

Sea f = 0,, 0 0,,, con p1,py € R3. Tenemos que |f| = 1, por lo que se trata
de una isometria directa. Distinguimos en funcién de la posicion relativa de
ambos puntos:

= Si p; = po, entonces veamos que f = Idps.

Tenemos que f = g,, 0 0y, = 0y, 00p, oy dgs, donde en (x) he aplicado
la propiedad de involucion de las simetrias.

= Si p; # po, entonces veamos que f es una traslacion segin un vector no
nulo. Tenemos que:

T =5 om =opoop @ ldw
donde en (x) he aplicado la propiedad de involucién de las simetrias vecto-
riales. Veamos ahora que el vector no es nulo. Tenemos que o,,(p2) = ps.

Por tanto, f(p2) = 0p, (p2). Como p; # ps, tenemos que oy, (p2) # p2, por
lo que:

D2 f(p2§ = P2 Op, (p2§ #* 6>

Por tanto, como su lineal asociada es la identidad y su vector de traslacion
es no nulo, se trata de una traslaciéon sin puntos fijos.

Ejercicio 5.2.34. Sea T un triangulo en un espacio afin euclideo E con vértices
a,b,c € E. La recta que pasa por el vértice a y con vector director

Lt
Vg = ab +
labl|

la llamamos bisectriz que pasa por a. Si se definen de manera analoga las bisectrices
que pasan por los vértices b y ¢, prueba que las tres rectas se cortan en un mismo
punto, que llamaremos incentro del triangulo.

1
=

Esta demostrado en el Teorema 2.19.
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Ejercicio 5.2.35. Calcula el baricentro, ortocentro, circuncentro e incentro del
triangulo de R? que tiene por vértices a los puntos (0,0), (1,0) y (0,1).

Y
1‘C
B X
-1 A 1 2
_1,,

Tenemos que dos de sus medianas son:

(0,0) + £{(1, 1)}
+1=(1,0)+L{(2,-1)}

M,
M,

Y
Y

l\:)l& |||

Por tanto, el baricentro es el punto de interseccion de ambas rectas:

11
B=M,nM,= (==
= (53)

Tenemos que dos de sus alturas son:

H.=x=0=(0,0)+£{(0,1)}
Hy,=y=0=(0,0)+L{(1,0)}

Por tanto, el ortocentro es el punto de interseccion de ambas rectas:
O =H.NH,=(0,0)
Tenemos que dos de sus mediatrices son:

Ro=o—1i= (;o) L L{(0,1)}
1
5

_ (0, %) +£{(1,0)}

Por tanto, el circuncentro es el punto de interseccién de ambas rectas:

11
C’chﬂRb— (5,5)
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Para el incentro, no se ve de forma directa. Una de sus bisectrices es la recta
B,=y=2xz=(0,0)+£{(1,1)} Calculamos ahora B,. Tenemos que ¢t = (0,—1) y

1,—1). Por tanto:

ca & 1 1 1
Uc_m+7—(0,—l)+ﬁ<l,—l)—( —)

. —1-
V2 V2
Por tanto, la bisectriz B, es:

)

_ 1
0_75(

Tenemos que:

o) e oo 3= (55 5

Ejercicio 5.2.36. ;Esta el incentro de cualquier triangulo alineado con el baricen-
tro, ortocentro y circuncentro?

No, no tiene por qué. Como contraejemplo, veamos el tridngulo de vértices (0, 0),
(2,0) y (0,1).

—1 L

Se ve de forma directa que el circuncentro es el punto C' = (1, %)7 y el ortocentro
es el origen O = (0, 0). Calculemos el incentro.
Una de sus bisectrices es la recta B, =y = x = (0,0) + £{(1,1)} Calculamos

ahora B,. Tenemos que cd = (0,—1) y b = %(2 —1). Por tanto:

@ d | 2 1
vczmjtmz(o,—l)jtﬁ(z—l): (ﬁ,—l—ﬁ)

Por tanto, la bisectriz B, es:

ewnsef(r )
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Tenemos que:

Supongamos ahora que el incentro estd alineado con el circuncentro y con el
ortocentro. Entonces, 3\ € R tal que:

a:@:@@?’—ﬁ): (1)

2

Al igualar la primera coordenada, tenemos que \ = . Sin embargo, al

3—-+5

2
igualar la segunda coordenada, tenemos que A\ = 3 — /5, lo cual es un absurdo, por
lo que no pueden estar alineados.

Por tanto, aunque el baricentro, el ortocentro y el circuncentro de un tridangulo
siempre estan alineados en la Recta de Euler, el incentro no tiene por qué estarlo.
En el siguiente ejercicio veremos que, en un triangulo isosceles, los 4 puntos notables
de un triangulo estan alineados.

Ejercicio 5.2.37 (Ejercicio de Examen 2022-23). Demostrar que, en un tridngulo
isosceles, los 4 puntos notables de un triangulo estan alineados.

!
!
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|
|
|
|
&
®
!
!
|
|
|
|

Sea [E un espacio afin euclideo, y sea T' = {a, b, ¢} C E un triangulo isésceles con
vértices a, b, c. Supongamos sin pérdida de generalidad que es isésceles por el lado
[a,b]. Es decir, que d(a,c) = d(b,c).

Veamos en primer lugar que la mediatriz del lado [a, b] coincide con la bisectriz
del angulo ¢. Es decir, que R. = B.. De forma evidente, tenemos que ¢ € B.. Ademaés,
como el tridngulo es isdsceles, tenemos que d(a,c) = d(b, c), por lo que ¢ € R.. De
forma similar, es directo ver que my, € R.. Veamos ahora que mg, € B.:

= —c =g+ 3 (@4 @) ¢ = @+ D) =L 12 (@, F) -

-
=§-||@||<Ha p 2

c (;)1@ ch % —>
] m) > V) <
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donde en (%) hemos usado que, como el tridngulo es isésceles, d(c,a) = d(b, ¢).

Por tanto, tenemos que mg,, ¢ € R.NB., con mg, # ¢, por lo que R, = B,.. Veamos
ahora que la altura respecto del vértice ¢ coincide con la bisectriz del angulo ¢, es
decir, que H. = B.. De forma evidente, tenemos que ¢ € B.N H.. Ademas, ya hemos
visto que my, € B.. Veamos ahora que my, € H,.:

<m,(z>:<mab—6,£>=<¢+%<@—I—Z> —¢,£>:
=%<—@+$,%+£>:

1 2 ,
:5{_”@%”% %H —W+@/mﬂ ® g

donde, en la tultima igualdad, hemos usado que, como el tridngulo es isdsceles,

<&{+£,£>=

1
2

d(c,a) = d(b, c). Por tanto, cmgh L a? y, por tanto, mg, € H..

Por tanto, tenemos que mg,,c € H. N B. N R,, con mgy, # C, por lo que R, =
B. = H.. Como C,0,1 € R. = B. = H,., tenemos que C,0, I estdn alineados en
dicha recta. Es decir, como coinciden la altura, la bisectriz y la mediatriz asociadas
al vértice C, entonces el circuncentro, el ortocentro y el incentro estan alineados.

Como ademds el baricentro siempre estd alineado con el circuncentro y el or-
tocentro por el Teorema de Euler en la Recta de Euler, tenemos que los 4 puntos
notables de un triangulo isésceles estan alineados en la Recta de Euler.

Ejercicio 5.2.38. Construye explicitamente, si es posible, un movimiento rigido
directo f del espacio afin euclideo que cumpla f(2,0,0) = (1,1, 1), no tenga puntos
fijos, y no sea una traslacion.

Como es un movimiento rigido directo en el espacio y no tiene puntos fijos, ha
de ser un movimiento helicoidal. Sea el giro respecto de la recta L de angulo no
orientado 6 €]0, 7| y vector de traslaciéon v € pi \ {0}.

Supongamos f = £{(0,0,1)}, y v = (0,0,1). Entonces, el giro es Gy, y la
traslacién es t,. Necesitamos entonces que Gy 1(2,0,0) = (1,1,0). Veamoslo grafica-
mente:

2 -
v
(1,1,0)
1 i
(2,0,0) X
1 1 2 3
_1 is

Figura 5.7: Plano Lé,o,o)'
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Por tanto, graficamente vemos que se trata de un giro de angulo no orientado

% respecto del eje L = (1,0,0) + £{(0,0,1)}, y una traslacién segiin el vector

9 pu—
v=10,0,1).
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5.3. Hipercuadricas afines.

Ejercicio 5.3.1. Clasifica las hipercuadricas de un espacio afin euclideo de dimen-
sién 1.

Tenemos que la forma cuadratica de toda hipercuadrica en cierto sistema de
referencia euclideo R es una de las siguientes:

1. —==0.

Son dos puntos, r = +a.

i —1.
No es posible, por lo que es el vacio.

Ejercicio 5.3.2. En el semiplano P = {(x,y,2) € R® | y = 0,2 > 0} tomamos una
circunferencia C' de centro (¢,0,0) y radio r > 0 con ¢ > r > 0. Se llama toro de
revolucién generado por C' a la superficie 7" obtenida al rotar C' alrededor del eje z.
Dibujar T" y describir la superficie como el conjunto de soluciones de una ecuacion
con 3 incégnitas. ;Es dicha ecuacion la de una cuadrica?

Figura 5.8: Toro.

Veamos cudl es su ecuacién. Para ello, fijado un punto (z,vy,2) € R? que per-
tenezca al toro, realizamos un corte al toro por el plano que pasa por dicho punto
y es perpendicular al plano de ecuacién z = 0. Es decir, por el plano dado por
7 (z,y,2)+ L{(0,0, 1)}L, y tenemos lo siguiente:

z

Plano xy
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donde sabemos que, por el teorma de Pitdgoras, la distancia de (z,y,0) al origen
es d = \/x2 + y2. Por tanto, el punto (z,y, z) € R3 estard en el toro de rotacién de
la circunferencia de radio r a una distancia c del eje de rotacion z si y solo si cumple
el Teorema de Pitagoras del triangulo inscrito. Es decir:

2
<\/:c2+y2—c> +22=1

Desarrollamos dicha ecuacién para ver si se trata o no de una cudadrica:

2
<\/a:2+y2—c> +22=1

24y —2c/rr P+ =1
Py =202+ 2+ A —1=0

Por tanto, como la ecuacién asociada al Toro no es polinémica, no se trata de
una cuadrica.

Ejercicio 5.3.3. Sea A un espacio afin de dimensién n y S un subespacio afin suyo
de dimensién m > 0. Demuestra que:

1. Existe un sistema de referencia R de A tal que las ecuaciones implicitas de S

en dicho sistema son x,,,1 =0,..., 2, = 0.

Sea S = po+L{v1,...,vm} T A, conpy € Ay {vy,...,v,} unabase de ? Sea
entonces el sistema de referencia buscado R = (po, {v1, .- -, Vm, Umi1, -+, Un})
un sistema de referencia de A, donde {v,,11,...,v,} se han escogido exten-

diendo la base de ? a una base de A.

Las coordenadas en R de un punto p € A son las coordenadas de pgp en la
base {v1,...,Um, Vmi1,---,Vn}. Por tanto, si p € S, entonces pob € g, y por
tanto es combinacion lineal de los vectores de la base de S'. Es decir,

Db =M1+ + AU A,.. Am ER

Por tanto, las coordenadas de p en R son (A1,...,Ap,0,...,0), es decir,
Tma1 = --- = &, = 0. Debido a la unicidad de las coordenadas de un punto
en un sistema de referencia, tenemos que las ecuaciones implicitas de S en R
SON Tppy1 =+ =Ty = 0.

2. Si H es una hipercuadrica de A, entonces H N S es una hipercuadrica de S o
bien vacio o todo S.

Sea H una hipercuadrica de A, y sea R un sistema de referencia de A tal que
las ecuaciones implicitas de S en R son z,,.; = --- = x, = 0 (en el apartado
anterior hemos visto que dicho sistema existe). Por tanto, si suponemos que

n n
la ecuacion asociada a H en R es Y, a;x;x; + > bjx; + ¢ = 0, tenemos que
ij=1 i=1
la ecuacion asociada a H N S en R es:

m m
E aijxixj —+ E bll’z +c= 0
i,7=1 i=1

Por tanto, por norma general, H N S es una hipercuadrica de S. Veamos en
qué casos no lo es distinguiendo:
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= Por norma general, H N S serd una hipercuddrica de S, ya que es una
hipercuddrica de A y cumple las ecuaciones implicitas de S.

» Siaj; =20 =0Vij<m,c# 0, tenemos que la ecuacién de la hiper-
cuddrica es ¢ = 0, que es un absurdo, por lo que H NS = ().

» Siay; =0 =0Vi,j <m, c=0, tenemos que la ecuaciéon de H N S es
0 = 0, que es trivial, por lo que HNS = S.

Ejercicio 5.3.4. Sean H una hipercuadrica y R una recta de un espacio euclideo
A. Prueba que RN H puede ser vacio, un punto, dos puntos o toda la recta. Da un
ejemplo conocido de cada uno de los casos cuando A tiene dimensién dimensién 2 y
dimensién 3.

En el Ejercicio 5.3.3.2 hemos visto que H N R es o bien el vacio, o bien R, o
bien una hipercuadrica de R. Ademas, en el Ejercicio 5.3.1 hemos visto que las
hipercuddricas de un espacio afin de dimensién 1 (R) son, o bien un punto, o bien
dos puntos. Por tanto, tenemos que H N R puede ser vacio, un punto, dos puntos o
toda la recta, como queriamos demostrar.

Veamos ahora un ejemplo de cada caso. En el caso de dimensién 2, fijemos R
como sistema de referencia, y todas las ecuaciones implicitas vendran dadas en dicho
sistema R. Consideremos el par de rectas secantes H = 22 — > = 0, que es una
hipercuadrica. En el caso de R; =y = 0, tenemos que H N Ry = {(0,0)z}, que es
un punto. En el caso de Ry = y = 1, tenemos que H N Ry = {(1,1)%, (1, —1)r},
que son dos puntos. En el caso de R3 = x = y, tenemos que Rz C H, por lo que
H N R3 = R3, que es toda la recta. Para el caso de interseccién vacia, basta con
tomar H' = y = 22 pardbolay Ry =y = —1, y tenemos que H' N R, = 0.

Sy Rs Sy
2 | 2|
1,,
| | | | | ‘£L'
-3 -2 -1 1 2 3
1
Ry
-2 4
_3,,

Figura 5.9: Ejemplos de intersecciones de hipercuddricas con rectas en A2

En el caso de dimensién 3, fijemos R como sistema de referencia, y todas las
ecuaciones implicitas vendran dadas en dicho sistema R. Consideremos el par de
planos secantes H = 22 — y? = 0, que es una hipercuddrica. En el caso de R; =
r = z = 0, tenemos que H N R; = {(0,0,0)r}, que es un punto. En el caso de
Ry =x =2z =1, tenemos que HN Ry = {(1,1,1)r, (1,—1,1)%r }, que son dos puntos.
Enelcasode R3 = x =y = 0, el eje Z, tenemos que Ry C H, por lo que HNR3 = R,
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que es toda la recta. Para el caso de interseccién vacia, basta con tomar H' = y = 22

cilindro parabdlico y Ry =y = v = —1, y tenemos que H' N R, = ().

Ejercicio 5.3.5. Construir explicitamente un isomorfismo afin f : R — R" tal que
f(C) = C" en cada uno de los siguientes casos:

a’?  b?

En este caso, C' es una elipse y C’ una hipérbola. Como sabemos que estas no
son equivalentes, tenemos que 7f isomorfismo afin tal que f(C) = C’. Esto
lo sabemos por lo visto en teoria, aunque también se podria ver sabiendo que
una elipse es compacta y una hipérbola no, y que los isomorfismos afines son
homeomorfismos. No obstante, este razonamiento pertenece a la asignatura de
Topologia I.

1. an,Cz{(ﬂ;,g)ERQ

2 P
——i——:l},C’:{(a:,y)€R2]x2—y2:1}.

x2 yQ
S+t

En ambos casos se trata de elipsoides, por lo que es posible. Para ello, consi-
deremos el isomorfismo afin f : R® — R3? dado por:

27%=&C={WWJJ€Rﬂﬁ+y2+f=1LC“={@ww)éR}

f(z,y,2) = (az,bx,cz)
Veamos que f(C) = C"
C) Sea (z,y,2) € C, y veamos que f(z,y,z) € C'. Tenemos que:
f(z,y,2) = (ax,br,cz) € C' <
— (ax)? N (bx)?  (c2)?

a? b2 + c?

Y tenemos que es cierto, ya que (x,y,z) € C.

— gt =1

D) Sea (2/,y,2') € C', y veamos que I(x,y, z) € C tal que su imagen es dicho
punto, es decir, f(z,y,2) = (2/,y/, 2'). Tenemos que:

(@) W), &)

(', 7) e ' = e + B + 2 =1
2 2 2
(:><§) +(g> +(E) :1<:>(§,Q,E)EC
a b c a’ b’ c

3.n=2C={(e.y) € R[e>—y =0}, ' = {(z.y) € B[z — y* = 0}.

En este caso, ambos conjuntos son parabolas, por lo que es posible. Para ello,
consideremos el isomorfismo afin f : R? — R? dado por:

flxy) = (y,7)
Veamos que f(C) = C"
C) Sea (z,y) € C, y veamos que f(z,y) € C'. Tenemos que:
flz,9)=(y,2)eC = y—-2"=0<=2"—y=0

Y tenemos que es cierto, ya que (z,y) € C.
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D) Sea (2/,y') € C', y veamos que I(z,y) € C tal que su imagen es dicho
punto, es decir, f(z,y) = («/,y'). Tenemos que:

(' y)eC <=2 —(yY) =0 (y)’ —0v=0<= (y,2)) € C

4. n=3C={(z,y,2) eR?|az® +by? =1}, C" = {(z,y,2) e R* |2 +y* = 1}.

Suponemos que a,b € R*, ya que si no, C' no es un cilindro eliptico y, como
C'" si lo es, no existirfa tal isomorfismo afin. Por tanto, en dicha suposicién,
consideremos el isomorfismo afin f : R* — R3 dado por:

fw,y.2) = (Var, vy, 2)

Veamos que f(C) = C"

C) Sea (z,y,2) € C, y veamos que f(z,y,z) € C'. Tenemos que:

flx,y,2) = (ﬁx, \/By,z) € ('
— (Var)’ + (Voy)? = az® + by* = 1

Y tenemos que es cierto, ya que (z,y,z) € C.
D) Sea (2/,y/,2") € C', y veamos que I(x,y, z) € C tal que su imagen es dicho
punto, es decir, f(z,y,z) = (2/,y,2'). Tenemos que:
(x’,y', z/) c C/ ([E,)Q + (y/)Q -1
5 2
b
= (m’-\/—a + y’-i_ =1+
Va Vb
x/ y/ /)
< |—=,Z=,2 ) el
(\/5 Vb
Ejercicio 5.3.6. Cuestiones sobre elipses:

1. Dados dos puntos distintos p1, ps de un plano afin euclideo E y r > d(py, p2),
demuestra que H = {p € E | d(p, p1) + d(p, p2) = r} es una elipse. Los puntos
p1, p2 reciben el nombre de focos de la elipse. Se llama centro de la elipse al
punto medio de sus focos y vértices a los puntos de interseccién de la elipse
con la recta que pasa por sus focos.

Figura 5.10: Elipse de focos p; v po.
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P1p2
Sea el vector unitario v; = W € E, y sea vy € ﬁ tal que B = {v1,vs}
P1p2
es una base ortonormal orientada positivamente (estos vectores estan repre-
sentados también en laFigura 5.10). Consideramos el sistema de referencia
ortonormal R = {m,,,,, B}. Calculamos las coordenadas de p; y ps en R:

o pips N lppsll  pps (_@70)
2 2 ||p1p2|| 2 R
o BB P BB (Hm\yo)
2 2 lpap2ll 2 R

Sea entonces p € H, con p = (z,y)r. Tenemos que:

p € H<+—= d(papl) +d(pap2) =T <

— 2 — 2
\/<x+llp12p2||) +y2+\/(x_up1§2n) fy
— 2 — 2
\/<x+|lp12p2ll) +y2:r_\/<x_||p12p2||) e
2
— 2 — 2
(r+ BB r_\/@_uplmu) A

2

— 2
(H ||p12192||> Ly

— 2 — 2
ZTQ_QT\/($_|1 TN P )

— 2 — 2 — 2
(4 )’ _ (,_ 1o) :Tg_%\/<x_||p12p2||) Ly

Usando la identidad notable (a + b)(a — b) = a® — b*, tenemos que:

]

— 9 1]\
p € H <= 2x|pips|| =1 —2r x—T + 12 <—

9 — I\
> r° =2z ||pips| = 2r x—T + 12 <=

B

2
— rt 4+ 422 HmHQ—ZLTQxHEpE)H = 4p? (x ) + 4r¥y? =

= '+ 42? |pips )| — 4%z ||piph]| =

= 420 — 4%z |pups || + 2 |pips||” + 4ry? =
1t da? ([Pl - 1) — 42l =
= — 4?2 s + 2 lpips || + 4r?y? =

=42 (v = [Pl ) + arty? = o* (v = |l
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Para que sea una elipse, es necesario que:
2 2
P = pp3|” > 0 <= r* > |pph||” <= r > (|pps|

que es cierto por hipdtesis. Tenemos por tanto que, efectivamente, H es una
elipse.

Notando r = 2a, ¢ = § |pips]| v b = Va2 — 2, tenemos que:

p € H <= 4a* (4a®> — 4c*) + 4 - 4a’y® = 4a*(4a® — 4¢°) <=
22
= 4270 + dad’y? = 4dPV —= = 5 T i 1
El valor ¢ recibe el nombre de distancia focal de la elipse, y el valor de a se
denomina semieje mayor de la elipse. El valor de b se denomina semieje menor

de la elipse.

2. Prueba que toda elipse se puede escribir como en el apartado anterior, para
ciertos puntos pi,ps € E.

Sabemos que toda elipse, en cierto sistema de referencia ortonormal R dado
por R = {po, {v1,v2}}, tiene como ecuacién asociada en R:

2 2
x_+:Z_2:1 cona,beR", a>0

Sea c = Va2 — b yseapy =py—c-v1 = (—¢,0)r yp2 = po+c-vr = (c,0)r
Tenemos que:

1
1Pips] = llp2 = pill = 2¢- 01| = 2c = ¢ = 3 (v

Por tanto, definiendo » = 2a, y como en el apartado anterior eran dobles
implicaciones, tenemos que:

2 2
z )
pel = 5+ 5 =1=dp.p)+dpp)=r

3. Demuestra que toda elipse H es simétrica con respecto a la recta R, ,, que

pasa por sus focos (denominada eje mayor) y con respecto a la mediatriz de
sus focos (denominado eje menor).
s

Sea el vector unitario v; = % € E, y sea vy € ﬁ tal que B = {v1,vs}
P1p2

es una base ortonormal orientada positivamente (estos vectores estan repre-

sentados también en laFigura 5.10). Consideramos el sistema de referencia
ortonormal R = {my,,,, B}. Tenemos que las coordenadas de p; y ps en R

son:
o Hpuozll 0 _ ||plp2||
P1 = - 2 ) P2 = 2 70
R R

Sea entonces p € E, con p = (z,y)r. Tenemos que:
ORpypy (p) = (z,—y)r
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donde he usado que R,,,, = p1 + L{v1} por la definicién de v;.

Por tanto, tenemos que:

d(p, p1) +d(p,p2) = d((z,y), Y),p2)

A (- -
T o B o

= d((z, —y), pl) +d((z, =y),p2) = d(0g,,,,,(P), p1) + d(OR,,,,(P), P2)

Por tanto, p € H <> oy, ,, (p) € H, es decir, H es simétrica con respecto a
‘ 1 . .
R, p,. De forma andloga, notando por M, ,, = Rplmmmp2 a la mediatriz del

segmento [py, po], tenemos que:

OMy oy (P) = (=7, Y)R

donde he usado que M, ,, = My,p, + L{v2} por la definicién de vy. Por tanto,
tenemos que:

d(p,p1) +d(p,p2) = d((z,y),p1) + d((x,y), p2)

_\/ ||p1p2|| +y2+\/< Hp?u) e
LG o L
_ \/ BB \/(_ BRI 2

=d((=z,y),p1) +d((=2,y), p2) = d(om,,,,(P), P1) + d(oum,,,, (D), P2)

Por tanto, p € H <= o, ,,(p) € H, es decir, H es simétrica con respecto a
M, ...
pip2

4. Prueba que, para cada punto p de una elipse H, la recta tangente a H en p
forma angulos iguales con las rectas que pasan por p y cada uno de sus focos.
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Figura 5.11: Tangente a una elipse de focos p; y ps.

Ejercicio 5.3.7. Cuestiones sobre hipérbolas:

1. Dados dos puntos distintos p;, p2 de un plano afin euclideo E y r < d(py, p2),
demuestra que H = {p € E | |d(p,p1) — d(p,p2)| = r} es una hipérbola. Los
puntos py, ps reciben el nombre de focos de la hipérbola. Se llama centro de la
hipérbola al punto medio de sus focos y vértices a los puntos de interseccion
de la hipérbola con la recta que pasa por sus focos.

Figura 5.12: Hipérbola de focos p; y po.

Pip2
Sea el vector unitario v; = H S E, y sea vy € E tal que B = {v1,vs}
p1p2
es una base ortonormal orientada positivamente (estos vectores estan repre-
sentados también en laFigura 5.12). Consideramos el sistema de referencia
ortonormal R = {my,,,, B}. Calculamos las coordenadas de p; y ps en R:

S S vv B (_\ﬁzzr\ﬁ)
2 2 D12 || 2 R
SRS 1 S 171 2 (IIszZH’O>
2 2 2V 2 R
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Sea entonces p € H, con p = (z,y)r. Tenemos que:

p€ H < d(p,p1) —d(p,p2) = £r <=

— 2
<:>\/ ||p1p2|| + 2 \/< _HMQ_M”) +y? =dr <
Bl
@\/<x+up12p2n> +y2:ﬂ+ﬂ iy

— 2
(er Hp12pz||> ry?=+r+ |291p2||>

— (I+M> +yf =

— 2 9
:TQZEQT\/(‘f—M) +y2+ (.Z‘— Hp12]72’|> _'_yz
— 2 N 2 5
— (z+_|!p12pg||> - (:1:— _HP12P2H) :7"2i27’\/<x— ||P12p2||) 4

Usando la identidad notable (a + b)(a — b) = a® — b?, tenemos que:

— 2 %
p € H <= 2x|pips|| =r° £ 2r x—T +y? <=

2 — ||]Tp?>” ? 2
< r° =2z ||pips|| = F2r T— +y? =

4 2 12 2 — 2 ||]T]32>|| ? 2.2
< r® +4a” ||pips||” — 4rx ||pips|| = 4r x—T + 4rey’ <—

= '+ 42° |pipd||* — 4%z | piphl| =
= 4r%e® — 4z |pips| + o® | pipt|” + 4Py =
= vt 42 (Il - ) — el =
= — 4GP+ ||pipa” + 4r%y? =
= 42 (v = |pml°) + 4r2y? = o* (v — |5l
Para que sea una hipérbola, es necesario que:
= [pp)” < 0= r* < |pph|” <= r < b3

que es cierto por hipdtesis. Tenemos por tanto que, efectivamente, H es una
hipérbola.

Notando r = 2a, ¢ = % ||]_91—p_2>|| y b=+ — a?, tenemos que:

p € H <= 4a* (4a®> — 4c*) + 4 - 4a’y® = 4a*(4¢° — 4a°) <=

2 2
= 42?0 + 4a*y? = —4d*V? = r v
a’> b?
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El valor ¢ recibe el nombre de distancia focal de la hipérbola, y el valor de a
se denomina semieje real (o mayor) de la hipérbola. El valor de b se denomina
semieje imaginario (o menor) de la hipérbola.

2. Prueba que toda hipérbola se puede escribir como en el apartado anterior,
para ciertos puntos pi, ps € E.

Sabemos que toda hipérbola, en cierto sistema de referencia ortonormal R
dado por R = {po, {v1,v2}}, tiene como ecuacién asociada en R:

2 2
%—%:1 con a,b € R*
a

Sea c = va*+b* yseap =pyo—c-v1 = (—¢,0)r y p2=po+c-v1 = (c,0)r.
Tenemos que:

1
B2l = llpz = prll = [12¢- 01| = 2¢ = ¢ = 5 (ovzd]

Por tanto, definiendo r = 2a, y como en el apartado anterior eran dobles
implicaciones, tenemos que:

2 2
Y
p€H<:> g_b_221<:\’>d(pvpl)_d(pap2) = *£r
3. Demuestra que toda hipérbola H es simétrica con respecto a la recta R,,,, que
pasa por sus focos y con respecto a la mediatriz de sus focos.
—
Sea el vector unitario v; = % € E, y sea vy € E tal que B = {v1,vs}
Pp1p2
es una base ortonormal orientada positivamente (estos vectores estan repre-
sentados también en laFigura 5.12). Consideramos el sistema de referencia
ortonormal R = {my,,,, B}. Tenemos que las coordenadas de p; y ps en R

son:
_(_lpml _ (Il
pb1r= | — 9 ) b2 = 9 70
R R

Sea entonces p € E, con p = (z,y)r. Tenemos que:

ORp,py (p) = (z,—y)r

donde he usado que R,,,, = p1 + L£{v1} por la definicién de v;.

Por tanto, tenemos que:

d(p, p1) +d(p,p2) = d((x,y), p1) + d((x,y), p2)

— 2 — 2
_ (e N e S el e
2 2
— 2 — 2
. \/(+ I +(_y)2+\/<x_ B’y -

=d((z, —y),p1) + d((z, —y), p2) = d(oR,,,, (), 1) + d(oR,,,, (), P2)
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Por tanto, p € H <= or,, (p) € H, es decir, H es simétrica con respecto a

. - 1 . .
R, p,. De forma andloga, notando por M, ,, = RP1P2mplp2 a la mediatriz del

segmento [py, po], tenemos que:

oMy (P) = (=7, Y)R

donde he usado que M, ,, = My, p, + L{v2} por la definicién de vy. Por tanto,
tenemos que:

d(p, p1) + d(p,p2) = d((z,y),p1) + d((x,y), p2)

— 2 — 2
:\/<an1p2u) +y2+\/(x_up1p2u) e
2 2
— 2 — 2
LGP o [ (T o
2 2
— 0 2 — 1 2
:\/(_HM> +y2+¢<_x_m> e
2 2
(

= d((—z,y),p1) +d((—z,y),p2) = d(UMplp2 p),p1) + d(CfMplp,Z (p),p2)

Por tanto, p € H <= 0w, ,,(p) € H, es decir, H es simétrica con respecto a
Mplpz'

4. Prueba que, para cada punto p de una hipérbola H, la recta tangente a H en p
forma angulos iguales con las rectas que pasan por p y cada uno de sus focos.

Figura 5.13: Tangente a una hipérbola de focos p; y ps.

Sea T),(H) la recta tangente a H en p. Sea R,,, la recta que pasa por p; y p,
y sea R,,, la recta que pasa por ps y p. Demostrar que T,(H) forma angulos
iguales con Ry, v Ry,p,, £(T,(H),Ry,) = £(T,(H), R,,,), equivale, por la
Proposicién 2.17 a demostrar que T,(H) es la bisectriz de R,,, v Rp,p-

Sea B la bisectriz de Ry, ¥ R,,p, y por la Proposicién 2.18 tenemos que:
B={q€E|dg Ryp) =d(q, Rp,)}

Claramente, como d(p, Rp,,) = 0 = d(p, R,,;), tenemos que p € B. Sea ahora
q € B, ¢ # p. Veamos que q ¢ H. Notemos por p), = op(p2) al simétrico de py
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con respecto a B. De esta forma, como p, ¢ € B, tenemos que d(q, p2) = d(q, p})
y d(p,p2) = d(p,ph). Por la desigualdad triangular, tenemos que:

d(q,p2) — d(q,p1) = d(q,py) — d(q,p1) < d(p1,py)
Como p € H, tenemos que:
d(pr,p2) = |d(p. p1) — d(p.p2)| = |d(p, 1) — d(p, 1})]

Ademds, como p; € R,,, y B es la bisectriz de R,,, y R,,,, tenemos que
ph € Ry,,. Por tanto, como p, p1, p, estan alineados en R, ,, tenemos que:

o7

(%) /
P1DP2

Apr,p2) = ld(p, p1) — d(p. )| = 17 — ||k = dlp1.h)

donde en (x) he aplicado que p), € [py, p]. Por tanto, tenemos que:
d(q; p2) — d(g,p1) < d(p1,p5) = d(p1,p2)

Mediante un razonamiento andlogo, se demuestra que d(q,p1) — d(q,p2) <
d(p1,p2). Por tanto, ¢ ¢ H. Es decir, hemos demostrado que B N H = {p},
y como la recta tangente a una curva en un punto es tunica, tenemos que

B =T,(H).

Ejercicio 5.3.8. Cuestiones sobre parabolas:

1.

Sean py un punto de un plano afin euclideo E y R una recta de E que no con-
tiene a py. Demuestra que H = {p € E | d(p,po) = d(p, R)} es una parabola.
El punto pg recibe el nombre de foco de la parabola y R se llama directriz
de la pardabola. Se llama vértice de la parabola al punto de la parabola mas
proximo al foco o, equivalentemente, a la directriz.

Figura 5.14: Parabola de foco pg y directriz R.

_
T
Sea el vector unitario vy = % € ﬁl C E y sea v1 € E tal que

HW r(Po)po
B = {v1,v2} es una base ortonormal orientada positivamente (estos vectores
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estdn representados también en laFigura 5.14). Como vy € ﬁL, tenemos que
V1 €

Consideramos el sistema de referencia ortonormal R = {mpyrp(py) B} Las
coordenadas de py en R son:

—>
1 1 > 1—> HWR Po poH
Po = Po + —POWR(Poj + —WR(po)p = Myporp(po) T 7TR (po)po -
’ ’ [retoms]] -
R Po Po
e
)
= o 1L — "~ 1
2
R

Ademas, dado p € E con p = (x,y)r, calculamos las coordenadas en R de
Tr(p):

11—
Tr(P) = TR(Mporp(pe) + 201 + yv2) = TR | Tr(Po) + §7TR(]70)P0 +av +yve | =

l——
= mr(7r(Po)) + 73 ( 7r(po)po + xv1 + yvg) = mr(po) + zv; =

IR
1— HWR(I?O)I?OH
= Mpomg(po) — §7TR<p0)p0 +xvp = |z, — 5
R
donde he hecho uso de que v, € ﬁ, Uz,p[)ﬂ'R(pO; € ﬁL. Por tanto, tenemos
que:
JUAS H <~ d<pap0) = d(p7 R) — d(pvp()) = d(pa ﬂ-R(p>)
. 2 L 2
HWR(po)po HWR(Z?O)I?O
— |x+ y- | = (x —x)? + yti—s— | =
— |y 2  —
N o N e
=ty =|ly+—5— | &=
2 2
IR
P
—x +yZ—yH7rR(po)po + 1 =
—
—_— HWR(P 0
:}/Z‘f‘y)‘ﬁR(po)poH —+ 1 <~
22
= 2y = T —
o]

Por tanto, H es una parabola.

2. Prueba que toda pardabola se puede escribir como en el apartado anterior, para
cierto punto pg y cierta recta R de E.
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Sabemos que toda parabola, en cierto sistema de referencia ortonormal R dado
por R = {qo, {v1,v2}}, tiene como ecuacién asociada en R:

2y = — cona € RT

Sea py = (O, a_22>R, y sea p = (0,—%)7@. Tenemos que ]?po € L{vy}. Sea
R = py + L{v1}, y como v; L vy, entonces py = wr(py). Por tanto, tenemos
que:

a’>  a?

\ \
Tr(Po)Po = Popo = (0, —+ —) = (0,a%) , = HWR(pO)pOH — 2
R

2 2

Ademds, veamos que gp = My rp(py)- LeNEmos que:

1 —; a’ 1
Mporr(po) = Po + 5PoTR(Po) = <O, ?> 3 (0, Clz)B =(0,0)5
R

2

Por tanto, como las implicaciones eran dobles, tenemos que:

2
s

3. Demuestra que toda parabola H es simétrica con respecto a la recta que pasa
por su foco y es perpendicular a su directriz (esta recta se llama eje de la

pardbola).
—>
7r

Sea el vector unitario vy = =(Po)po € ﬁL C E y sea v € E tal que
HW r(Po)po

B = {v1,v2} es una base ortonormal orientada positivamente (estos vectores
estan representados también en laFigura 5.14). Como vy € BL, tenemos que

v € R. Consideramos el sistema de referencia ortonormal R = {Mporrme), B}-
Tenemos que las coordenadas de py en R son:

HWR(po)po

bo = 07 2

R

Ademas, dado p € E con p = (z,y)r, calculamos las coordenadas en R de
Tr(p):

—
]

ﬂ-R(p> = €, — 9

R

Sea entonces p € E; con p = (x,y)r. Tenemos que:
R () = (=2, y)»
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donde he usado que v, € ﬁ, Vg € ﬁl. Por tanto, tenemos que:
d(pvp()) - d(p7 R) —

_ 2 N 2
o] o]
<:>\x2+ y—T = 02+ y—i—T <~
N 2 N 2
HWR(Z)O)Z?OH HWR(po)poH
<:>\(—:U)2+ y—T = |02+ y—i—T <

< d(ogy (p),po) = d(ory, (p), R)

Por tanto, p € H <= opy (p) € H, es decir, H es simétrica con respecto a
RJ_

s que es el eje de la pardbola.

4. Prueba que, para cada punto p de una pardbola H, la recta tangente a H en
p forma angulos iguales con la recta que pasa por p y su foco y con la recta
que pasa por p y es paralela al eje de la pardbola.

Ejercicio 5.3.9. Consideremos las siguientes rectas de R?:
Ry = (1,0,0) + £{(0,1,1)} Ry = (1,0,0) + £{(0,-1,1)}

1. Demuestra que la superficie generada al rotar Ry (o bien Ry) alrededor del eje
z es el hiperboloide de una hoja que tiene ecuacién x? + 3% — 22 = 1.

Tenemos que:

Ri={(L,LAN)eR*|AeR} Ry={(1,-\)\) cR*| AR}

Sea f la rotacién de adngulo 0 alrededor del eje z. Su matriz asociada en el
sistema de referencia candnico es:

1| 0 0 0
| 0|cos(f) —sen(d) O
M <7’Bu> | 0|sen(f) cos(d) O
0 0 0 1
Por tanto, tenemos que:
cos(f) —sen(d) 0 1
f(Ry) = sen(f) cos(f) 0 A eR def0,2n], NeER ; =
0 0 1 A

= {(COSO— Asenf,senf + Acosf, \) € R®, e [0,2n], A € R}

cos(f) —sen(d) 0 1
f(Ry) = sen(f) cos(f) 0 -\ | €R? Oef0,2n], \eER} =
0 0 1 A

= {(cosf + Asenf,senf — Acosf,\) € R®, 6 €[0,2n], A € R}
Sea H = {(z,y,2) € R®| 2* + y* — 22 = 1}. Veamos que 7(R1) = H:
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C) Veamos que todo punto de ?(Rl) estd en H:

(cosf — Asenf)® + (sen 6 + Acosf)” — X2 =
= cos? 6 — 2\ senfcos O + \2sen’d + sen? 6 + 2\ sen#cosh+
+Acos?f — N\ =
= cos® 0 + sen? 6 + \? (sen26 + cos? «9) —\ =
=1+ -XN=1

D) Veamos que todo punto de H estd en ?(Rl). Como 2 + y? — 22 =1,
tenemos que 2 + y? = 1 + 22. Por tanto:

(72=) (=) -
1+ 22 14 22
Por tanto, existe 6 € [0, 27] tal que:

T
cos 6 Y _ sen 6

Vit V14 22
Veamos ahora que f(Rs) = H:

C) Veamos que todo punto de f(Ry) estd en H:

(cos@ + Asen6)” + (send — Acosf)” — A2 =
= cos? 0 + 2 senfcos O + A2 sen? f + sen’ @ — 2)\ sen#cosh—+
+ A2 cos? 0 — N\ =
= cos? 0 +sen?d + \? (sen2€ + cos® 9) —\2 =
=1+ -N=1

D) Veamos que todo punto de H estd en f(Ry). Como z? + y* — 2% = 1,

tenemos que 2% + y? = 1 + 22. Por tanto:

() + (=) -
1+ 22 1+ 22
Por tanto, existe 6 € [0, 27| tal que:

T
cos Y _ sen 6

\/1+z2: V14 22

2. Deduce que si H es cualquier hiperboloide de una hoja de R® y p € H entonces
existen dos rectas distintas contenidas en H que pasan por p.

Ejercicio 5.3.10. Prueba que cualquier plano de R? corta al hiperboloide de una
hoja que tiene ecuacién x? + y? — 22 = 1.

Ejercicio 5.3.11. Encuentra, si existe, una pardbola de R? que pase por los puntos
(2,0),(0,1),(3,1) y (0,0).
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Tenemos que una hipercuddrica es del tipo:
Az* + By + Coy+Dx+ Ey+F =0

Establecemos las condiciones de contorno dadas:

2,0) —4A+2D+F =0

(

(0,1) —B+E+F=0

(3,1) — 9A+B+3C+3D+E+F=0
(0,0) — F =0

Por tanto, el sistema a revolver queda:

F=0 F=0

2A+ D =0 D=—24

B+E=0 — Y\ E=-B —

9A+ B+3C+3D+E=0 9A+ B+3C —6A—B=0
F=0
D=—24
E—=-B
C=—A

Por tanto, nuestra hipercuadrica queda:
Ax® + By* — Ary — 2Ax — By =0 A BeR

Por tanto, hay gran cantidad de hipercuddricas que pasan por los 4 puntos.
Clasifiquémoslas en funcién de A, B € R:

0 = Az® + By* — Axy — 2Ax — By =
= Alz* —2(y +2)] + By’ — By =

2] 2)2
:A{x_%l —A%—FByZ—By:

2\? A
:A(x—%) +<B—Z)y2—(A—|—B)y—A

Como en una parabola existe un sistema de referencia R’ tal que su ecuacién
reducida en dicho sistema es 72 = 27, entonces necesito que la segunda coordenada
no esté elevado al cuadrado. Por tanto,

B—%=0¢¢A:M§

Tenemos entonces que la hipercuddrica queda:
2\° 2\ By +4B
0=dB (s Y2 _ 5By — 4B = 4B L,_yt2\ _, SBy+4B
2 2 2
Aplicamos entonces el cambio de sistema de referencia a R’, de forma que:
1 | o0 0

M(Id,Ro,R)=| —2vB|2VB —B
2B 0 5B
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Tenemos que se trata de un sistema de referencia para todo B € R*, por lo que
B # 0. En dicho sistema, si las coordenadas de un punto son (Z, y)y,, tenemos que:

7? = 2y°

Es decir, se trata de una parabola. Por tanto, tenemos que las parabolas que
pasan por dichos puntos son de la forma:

4Bx* 4+ By* —4Bxy —8Bx — By =0 <= 42° +y* —4ay — 8z —y =0

Y por tanto, hemos determinado de forma tnica dicha parabola. Notemos que
hemos simplificado porque B # 0.

Ejercicio 5.3.12. Clasifica euclideamente las siguientes cénicas de R? y obtén, en
cada caso, un sistema de referencia euclideo en el cual su expresién sea reducida:

1. —125 — 220z — 1422 — 40y — 962y + 14y* = 0.

Tenemos que la matriz asociada a dicha conica es:

—125 [ =110 —20

-~ a |z

A=| —110| —14 —48 :( 7 A)
—20 | —48 14

Diagonalizamos A. Su polinomio caracteristico es:

A2 — 2500 =0 < \ = 450

Sus vectores propios asociados son:

Vso = {(:c,y) €R? | ( :ig :gg ) <§> :0} :L{%(—3,4)}
comfimew (2 ) (3) oo

Ademads, para que el vector Z (primera columna) sea entero nulo, buscamos

que:
—14 —48 x —110 0
deee=o= () () () - (4)

Esto se da si y solo si:
—14 —48 x 110
(—48 14)(y)_(20):>c_(_1’_2)

1 1
Por tanto, definimos el sistema de referencia R’ = {c, {5(_3’ 4), 5(4, 3)}}

Para calcular el nuevo valor de a, sabemos que el determinante es invariante
mediante semejanzas.

|A| = —62500 = @ - 50 - =50 = @ = 25
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Por tanto, la matriz asociada a la hipercuadrica en R’ es:

25/0 0
0[50 0
0]0 =50

Por tanto, su ecuacién en dicho sistema de referencia es:

5072 — 5072 = —25 <= 27° — 2% = —1

Por tanto, se trata de una hipérbola que corta al eje Y de ese nuevo sistema
de referencia. Sus ejes son:

e1=(—1,-2) + £{(=3,4)}  es=(—1,-2)+ L£{(4,3)}

Su centro es el punto (—1,—2). La longitud de los semiejes (que son iguales,
por ser equildtera) es a = b = % La mitad de la distancia focal es ¢ = 1.
Como corta al eje Y de dicho sistema de referencia, tenemos que sus focos son:

F1 - (O, 1)'R’ F2 - (O7 _1)R’

Las ecuaciones de las asintotas en R’ son:

b
a b a a
2. 322 + 2zy + 3y + 4V22 + 42y + 2 = 0.

Tenemos que la matriz asociada a dicha coénica es:

~ 2 |2v2 2v2 il
A= 2v2| 3 1 :(ztA>
2v2 | 1 3

Diagonalizamos A. Su polinomio caracteristico es:

A =4

2— =
A" —6A+38 O<:>{>\2:2

Sus vectores propios asociados son:

- fomer (34 (5) ) -fzos)
- fomert (1) (2) ) -fzeos)

Ademas, para que el vector Z (primera columna) sea entero nulo, buscamos

R OREORD
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Esto se da si y solo si:
31 x —2v/2 2 V2
<1 3)(;/)—(_2@):’0—(——’—7)

1 1
Por tanto, definimos el sistema de referencia R’ = ¢, < —(1,1), —=(—1, 1 :
{ {\/5 b V2 ( )}}

Para calcular el nuevo valor de a, sabemos que el determinante es invariante
mediante semejanzas.

Al =-16=a-4-2=a=—2

Por tanto, su matriz asociada en R’ es:
—210 0
0114 0
0 [0 2

Por tanto, su ecuacién en dicho sistema de referencia es:

47 42 =2 =22 + 72 =1

Por tanto, se trata de una elipse. Sus ejes son:

€1 = (—\/757—§> +£{(1,1)} €y = <—\/7§,—§> "‘L{(-l,l)}

Su centro es el punto <—\/7§, —*/75) La longitud de los semiejes es b = \/ig,
a = 1. La mitad de la distancia focal es ¢ = va? — b2 = \/LE Entonces, los
focos son:

Fl = (Oa 71/\/5)73/ F2 = (07 1/\/5)73’

3. =22 + 122 + 3v222 + 4y + 2v/2xy + 3v2y> = 0.

Tenemos que la matriz asociada a dicha conica es:

- —2v2] 6 2 il
A= 6 [3v2 V2 z(ZtA)

2 | V2 32
Diagonalizamos A. Su polinomio caracteristico es:

A\ = 42

2— =
A2 — 6V2)\ + 16 0<:>{ NP

Sus vectores propios asociados son:

‘QﬁZ{(%y)ERQ\(_\/; _\/\%)(z)z }zﬁ{ ! (1,1)}
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Vm={(x,y)eﬂ%2| < g g) (;j):o}:z{%(q,n}

Ademas, para que el vector z (primera columna) sea entero nulo, buscamos

oo (5 (5)+(8)- ()

Esto se da si y solo si:
(%2 D) ()= (25)=e=(-v20)

1 1
Por tanto, definimos el sistema de referencia R’ = ¢ ¢, < —(1,1), —=(—1, 1 .
{ {ﬁ ) V2 ( >}}

Para calcular el nuevo valor de a, sabemos que el determinante es invariante
mediante semejanzas.

Al = —128V2 =G -4v2-2V2 = G = —8V2

Por tanto, su matriz asociada en R’ es:

—8v2| 0 0
0 [4v2 0
0 0 2v2

Por tanto, su ecuacién en dicho sistema de referencia es:

? L7
WaF L oVat = syl e D L

=1
4

Por tanto, se trata de una elipse. Sus ejes son:

27 2 27 2

Su centro es el punto (—\/5, 0). La longitud de los semiejes es b = /2, a = 2.
La mitad de la distancia focal es ¢ = Va2 — b2 = v/2. Entonces, los focos son:

Fy = (0, —\/5)73/ Fy = (0, \/5)73'

4. 4 + oy + 4oy + 22 +1=0.

Tenemos que la matriz asociada a dicha coénica es:
111 0 ol
A=\ 114 2 | = ( Ea| )
02 1
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Diagonalizamos A. Su polinomio caracteristico es:

)\1:5

2— =
A 59\ 0@{)\2:0

Por tanto, se trata de una parabola. Sus vectores propios asociados son:

- fomes (3 2) (1)) -<fheo)
- fomes (1) (1)) -<{o-o)

El eje entonces de la parabola es:

) e R?|(0,2,1)A(1, z,y)" = }:

Yy
1]1
Y eR?|(0,2,1) 1[4
012

<

I
,—/H,—/HHH

1
€T
y
1
(z,y)feR*[(2 10 5) [ = 0}

= {(z,y)" €R2|2—|—10m+5y—0}:
= (%5,2) + L{(-1,2)}

Para calcular el vértice de la parabola, tenemos que resolver el siguiente sistema
de ecuaciones:

24+ 10z + 5y = 0 (™1
4 +y? +4zy +22x+1=0 50 25

2.0, 7=0.-2} .

Por tanto, definimos el sistema de referencia R’ = {v, {

5~

En R’, su matriz asociada queda:

A
0
0

> OO
oS oY o

Para calcular el valor de A, sabemos que el determinante es invariante mediante
semejanzas.

~ 1
Al =-1= -5\ = A=+—

V5
Por tanto, su ecuacién en dicho sistema de referencia es:

5
527 = —2\y <= _—)\x2 =2y
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1
Como el coeficiente de 22 es positivo, tenemos que \ = —ﬁ. Si la distancia

del vértice al foco es ¢, entonces:

2% 5 10 10v5

Por tanto, consideramos los siguientes puntos:
—-29 19 1 1 —14 18
P == = - L (1.=9) = — =
1 (50’25)+10\/3 VAR (25’25)
—-29 19 1 1 -3 4
P= (g )~ L2 = (s
50 '25)  10v/5 /5 55

Por tanto, supongamos que la directriz pasa por P, es decir, d = P,+L£{(2,1)}.
Su ecuacion cartesiana es:

2 z43/5
1 y—45s

8 3 11
:O:2y—g—x—g:2y—x—?

Comprobemos si lo que hemos supuesto como directriz corta a la parabola o

no:
2y—x—1—51:0
4da? +y? +4ay +2r+1=0

Como dicho sistema tiene dos soluciones reales, entonces no era la direc-

— 18) + L£{(2,1)}; y el foco es

triz. Por tanto, la directriz es d = | —, —
25 25

PQZF: _—3,%
55

5. =3+ 2z + 2% — 6y — 62y + 9> = 0.

Tenemos que la matriz asociada a dicha conica es:

Diagonalizamos A. Su polinomio caracteristico es:

A =4

2— _ _=
A 2\ —8 O<:>{>\2:_2

Sus vectores propios asociados son:

- fones (3 3)(3) -]
o fememi(%9)(5) o)l
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Ademads, para que el vector z (primera columna) sea entero nulo, buscamos

T e () (5) () (8)

Esto se da si y solo si:
1 -3 x -1
(5 7)) -(5)=emco

1 1
Por tanto, definimos el sistema de referencia R’ = {(—1, 0), {%(1, —1), %(1, 1)}}

Para calcular el nuevo valor de a, sabemos que el determinante es invariante
mediante semejanzas.

A =32=0-4-—2=a=—4

Por tanto, la matriz asociada a la hipercuddrica en R’ es:

—410 0
014 0
010 -2

Por tanto, su ecuacién en dicho sistema de referencia es:

477 — P =4 =11 - —* =1

1
2

Por tanto, se trata de una hipérbola que corta al eje X de ese nuevo sistema
de referencia. Sus ejes son:

1= (~1,0)+ £{(1,—-1)} e =(—1,0)+£{(1,1)}

Su centro es el punto (—1,0). La longitud de los semicjes es a = v/2, b = 1.
La mitad de la distancia focal es ¢ = /3. Entonces, los focos son:

=300k F=(-V304g

Las ecuaciones de las asintotas en R’ son:

z y:0:>y=\/§x
b «a a

Ejercicio 5.3.13. Clasifica euclideamente las siguientes cuddricas de R?® y obtén,
en cada caso, un sistema de referencia euclideo en el cual su expresién sea reducida:
1. 32 + 4y* + 22° — 4oy + 4wz — 62 — 6y + 3 = 0.

2. 302 + 9%+ 322 — 202+ 220 + 2y + 2v/22 +2 = 0.

Ejercicio 5.3.14. Clasifica las siguientes cénicas afines de R? y determina un sis-
tema de referencia donde su expresién sea reducida:

195



Geometria 111 5.3. Hipercuéadricas afines.

1. 42% — 22y + 29> + 2 — 3y — 3 = 0.
2. 227 —dxy + 2y* + 120 — 18y + 11 = 0.
3. 202 + 122y + 18y? + 42 — 6y + 10 =0
4. 2% —doy + 4y + 42— 9y +2=0.
5. a2 —day +4y* + 22 — 4y + 1= 0.
6. 322 4 62y + 3y? — 1220 — 11y + 11 = 0.

Ejercicio 5.3.15. Clasifica las siguientes cuddricas afines de R?® y determina un
sistema de referencia donde su expresion sea reducida:

1. 32 + 4y? + 2122 + 6zy + 1222 + 18yz — 120 — 14y — 292 + 14 = 0.

Empleamos el método de completar cuadrados:

0 = 322 + 4y? +212% + 62y + 1222 + 18yz — 120 — 14y — 292 4 14 =
=327 + 6x(y + 22 — 2) +4y® + 2122 + 18yz — 14y — 292 + 14 =
= 3[2% + 2z(y + 22 — 2)] + 4y + 212* + 18yz — 14y — 292 + 14 =
=3(x+y+22—2)"=3(y+22—2)* +4y* + 212> + 18yz — 14y — 292 + 14 =
=3(w+y+22—2) -3y +422 +4 +4yz — 4y — 82)+
+ 4y 4+ 212° + 18yz — 14y — 292 + 14 =

=3z +y+22—2°+9y*+92°+6yz — 2y —5z+2=

=3x+y+22—27 4+ +2y(Bz — 1)+ 92> 52+ 2 =

=3z +y+22—2 +y+Bz—1)]*—-Bz—1)>+92> -5z +2 =

=3 +y+22—2°+[y+32-1P+z+1=

:[\/§(x+y+2z—2)]2+[y+3z_1}2_2[_2—511

Aplicamos entonces el cambio de sistema de referencia a R’, de forma que:

1 [0 0 0

M(Id, Ry, R) = | T2V VS V3 2V3

-1 0 1 3

-2 10 0 -1

Para hallar el sistema de referencia R’, tenemos que:

1o 0o o0 \ ' 10 0 0
P | 2VBIVE VB 2vB | | 0 [V -1 =2
MUIAR.Ro) = | 27 g 1 3 | 410 1 6
—1/2 0 0 -1 -1 0 0 -2

Es decir, si Rg = {O, {e1, €2, e3}}, entonces:
R/ = {(0747 _1)7 {(\/E/PH 07 O) ) (_17 17 O) ) (_27 67 _2)}}
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En dicho sistema, si las coordenadas de un punto son (Z, ¥y, 2)x,, tenemos que:

P4t =27

Por tanto, se trata de un paraboloide eliptico.
2. 322 4 2y? + 722 + 62y + 1222 + 6yz — 122 — 10y — 102 + 12 = 0.
3. 224 2y? — 222 — 2oy + 2202 — dyz + 4y — 122 = 0.

4. 2% +4y% + 2% —day + 222 — dyz + 20 — 3y +4 = 0.

Empleamos el método de completar cuadrados:

0=2a2+4y* + 22 —day + 202 —4dyz + 20 — 3y +4 =
=2+ 20(2y+ 2+ 1) +4y? + 22 —dyz -3y +4=
=(@—2y+z2+1)° —(2y+2+1)°+4y°+2>—dyz -3y +4=
=(@—2y+2+1)2— P+ 22+ 1 —dyz —dy+22) + 4> + 22 —dyz — 3y +4 =
=(@—-2y+2+1)*+y+3-22

—( ) Ty —3+22

r—2y+z+1)2 -2 5

Aplicamos entonces el cambio de sistema de referencia a R’, de forma que:

10 0 0
11 -2 1
M(IdRoR) =1 o 1o 1 o
3210 12 1

Notemos que hemos usado y = y, aunque bastaria con poner valores de ¥y
de forma que la matriz anterior fuese regular, para que fuese un cambio de
sistema de referencia.

Para hallar el sistema de referencia R’, tenemos que:

-1

1o 0 0 100 o0

, T =21 NN
MUIARLR) =1 g 1o 1 0 | ojo 1 o0
3210 12 1 310 2 1

Es decir, si Ry = {O, {e1, e, e3}}, entonces:

(1) RUTENCRE) REe

En dicho sistema, si las coordenadas de un punto son (z, 9, 2) ., tenemos que:
7° =27
Por tanto, se trata de un cilindro parabélico.
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5. 2% + 11y? + 922 — 6zy + 4oz — Syz + 22 — 2y + 22+ 3 = 0.

Empleamos el método de completar cuadrados:

0=2a2+11y> 4+ 92% — 62y + 4oz — 8yz + 22 — 2y + 22 + 3 =
=2+ 20(-3y+22+1) +11y° + 92> — 8yz — 2y + 22 + 3 =
=r+(1-3y+22)) - (1-3y+22)*+11y* + 92> — 8yz — 2y + 22+ 3 =
=(x4+1—-3y+22)%— (1+9y* 4+ 42> — 6y + 42 — 12y2) + 11y* + 92°—
—8yz —2y+22+3=
=(x+1-3y+22)°+20° +52° +4yz +4dy — 22+ 2 =
=(x+1-3y+22)*+2y° +4y(z +1) + 52> =22+ 2 =
=(@+1-3y+22)°+2y+(z+ 1) -2+ 1) +5:>—22+2=
=(x+1-3y+22)°+2(y+2+1)°+32>—62=
=(@+1-3y+22)°+2y+2+1)*+3(z*-22+1)-3=
=(@+1-3y+22)°+2(y+2+1)°+3(>x—-1)°-3=

§@—1f—1

1 2
:§@+1—3y+%ﬁ+§@+z+1ﬁ+3

Aplicamos entonces el cambio de sistema de referencia a R’, de forma que:

V3 [0 0 0
N I |1 =3 2
—V3]0 0 V3

Para hallar el sistema de referencia R’, tenemos que:
)

V3o o 0\ 10 0 0
1 1 |1 -3 2 —91v3 362 —5

! — - J—
MummR@_\@ V3 lo va e =1 2|0 e 1
V310 0 V3 110 0 1

Es decir, si Ry = {O, {e1, €2, €3} }, entonces:

Rf::{(—&—Q,D,{<V§JLO>,<§%C %§:0> (=5, —Ll)}}

En dicho sistema, si las coordenadas de un punto son (z, 9, 2) ., tenemos que:
P+ +=1
Por tanto, se trata de un elipsoide.
6. zy+zz+yz—1=0.
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Empleamos el método de completar cuadrados:

O=ay+aozt+yz—1=
=z(y+2)+yz—1=

1(erZ)2—%(y—Z)2—1=

=a(y+2)+

— (y+2) [x—l—i(y—l—z)] —l(y_z)2—1:
) ( —l—z—a:—i(y#—z))z—i(y—z)Q—l:
(a:—i-g(y—i-z)Q—;l( T+ - y+z)2—i(y—z)2—1:

(—x+i(y+z)>2+i( —2)2—i(x+g(y+z))2+1

(y+z+:v—|— (y+ =

e N S Ha SN

Aplicamos entonces el cambio de sistema de referencia a R’, de forma que:

210 0 0
11 0]—1 3/a 3
MUIdRoR) =51 o o { —/1

0| 1 5/4 54

Para hallar el sistema de referencia R’, tenemos que:

1

2/ 0 0 0 \] 1[0 0 0

/ {1 0] =1 3/a 3/a | 0|54 0 3
MUIARRo) =151 ol o0 1 41 Tl o] 2 1 1
0| 1 5/4 54 0] /2 —1 1/

Es decir, si Ry = {0, {e1, €2, €3} }, entonces:

e fol(352) 01 (3))

En dicho sistema, si las coordenadas de un punto son (Z, ¥y, 2)x,, tenemos que:

PP -2 =1

Por tanto, se trata de un hiperboloide de dos hojas. Vemos que corta a la recta
=17y =0 (efe 2).

Ejercicio 5.3.16. Clasifica, segtin los valores del pardmetro a € R, la siguientes
cénicas de R?:

1. 2% +ay? + 22y — 20 +a = 0.
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Empleamos el método de completar cuadrados:
O=2+ay’ +22y — 20 +a=

=22+ 20y — 1) +ay* +a=
=(@+y—1P-(y-1)+ay’ +a=
=(@+y-17 = -2y+1) +ay’ +a=
=(@+y-1)*+(a-1)y’ -2y +a—-1=

Distinguimos en funcién de a:

= Sia—1=0, entonces:
0=(x+y—1>-2y
Es decir, se trata de una parabola.

= Sia—1>0, entonces:

O=(@+y—1 +(@a—1)y*—2y+a—1=

1 \? 1
@+y=1) *(V“ Y m) a1

Por tanto, se puede tratar de una elipse, un punto o el vacio.

1
° +1—-—a=0:
a—1
+l—a=0<=1=(a+1)(a-1)=a" —1<=a=2
a+1
Por tanto, para a = 2, se trata de un punto.
1
° +1—a>0:
a—1
1 2
+l-a>0<=1>@-1) <= 1>a—-1<=2>a
a/_

Por tanto, para 1 < a < 2, se trata de una elipse.

+1—a<0:

1—a
1

a —

1+1—a<0¢:1<M—1V¢$1<a—1¢$2<a
Por tanto, para a > 2, se trata del vacio.
= Sia—1<0, entonces:
O=(x+y—1>+(a—1)y*—2y+a—1=
=@+y—1°-[1-ay’*+2y]+a—1=

:(x+y_1>2_(my+

! 2 + ! + 1
a J—
vi—a l—a
Por tanto, se puede tratar de una hipérbola o de dos rectas secantes. Para
ello, distinguimos en funcién de a:

200



Geometria 111

5.3. Hipercuadricas afines.

1
l1—a

+1—a=0:

1
a—+1

+l—a=0<=-1=(a+1)(a—1)=a'—1<=a=0

Por tanto, para a = 0, se trata de dos rectas secantes.

+1—a>0:

1—a

1

a —

1+1—a>0<:>—1<(a—1)2<:>—1<a—1<:>a<0

Por tanto, para a < 0, se trata de una hipérbola que corta al eje X.

1
———+1—-—a<0:
l1—a

1—|—1—a<0<:)—1>(a—1)2<:>—1>a—1<:>a>0
a_

Por tanto, para 1 > a > 0, se trata de una hipérbola que corta al eje

Y.

2. 22+ avy+y*+1=0.

Empleamos el método de completar cuadrados:

O=2’+ary+vy>+1=

:x2+2w<gy)+y2+1:
a N2 5 a®,

— - I, 1:
<:c+2y> +vy 4y+

a \2 a®
= - 1—— )2 +1
<a:+2y>+( 4)y+

Distinguimos en funcién de a:

2

= Sil— az = 0, entonces:

2 2

a a
1l =0 1= " = g=1+2
4 4 ¢

Es decir, para a = £2, se trata del vacio.

2

a
= Sil-— T > 0, entonces:

2 2

1—%>O<:>1>az<:>a2<4<:>|a]<2

Por tanto, para |a| < 2, es decir, si a €] — 2, 2|, se trata del vacio.
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a2
= Sil— ) < 0, entonces:

2 2

1—%<0<:>1<%<:>a2>4<:>|a|>2

Por tanto, para |a| > 2, es decir, si a €] — 00, =2 U ]2, 4+0o0], se trata de
una hipérbolaelipse.

Ejercicio 5.3.17. En R? consideramos el punto F' = (0,0,1) y el plano afin S de
ecuacion x — z = 0. Definimos el conjunto:

C={peR’|dp F)=dpS)}

Demostrar que C' es una cuédrica y clasificarla.

7T5(F)F

——— - € SLc R y sea v1,v, € R? tal que
|=s(E)F]|

Sea el vector unitario v3 =
B = {v1,v9,v3} es una base ortonormal orientada positivamente. Como v3 € ?L,

tenemos que v1,v9 € S.

Consideramos el sistema de referencia ortonormal R = {mpﬂs( F) B}. Las coor-
denadas de F' en R son:

=
P |
F=F+ -Frg(F) 4 21(F)F = Mprgpy + zms(F)F - i——ext =
2 2 2 oA
ms(F)
=<7
= 10,0
) Y 2
R

Ademds, dado p € R?, p = (z,y, 2)r, calculamos las coordenadas en R de 75(p):

Ts(p) = 7Ts(7TLF7rs(F) + vy + Yyvg + 2v3) =

l———=
= TTg (WS(F) + §7T5(F)F + zvy + yvy + ZU3) =

l——
=ms(ms(F)) + 73 §7T5(F)F + zv1 + yvg + 203 | = ws(F) + 201 + yvg =

———
- |
= Mprg(F) — §Ws(F)F tav by = | oy

R
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donde he hecho uso de que v, vy € ?, V3, Fﬂ's(F; € ?L. Por tanto, tenemos que:

pe€H <+ d(p,F)=dp,S) <= dp F) = d(p,ms(p))

_ 2
2
= |2+ =
_ 2
=07
= @2y -y | 2 T =
— 2 N 2
=07 =<7
=Pty |2 - 5 =|z+ 5 —
s
N s
=P+ + -z WS(F)FH+ 1 =
—
:/—i—szs(F)F‘ + . —
2+ y?
= 22= ———
|7

Por tanto, tenemos que se trata de un paraboloide eliptico.

Una vez resuelto el ejercicio desde un enfoque més tedrico y abstracto, vamos
a obtener los resultados numéricos, sabiendo el valor de F' y de S. Tenemos que

S =(0,0,0) + £ {(o, 1,0), 2(1,0, 1)}. Por tanto, S+ = £ {%(1,0, —1)}. Veamos

si tomando v; = (0,1,0), vy = \%(1,0, 1)y vy = \%(1,0, —1), tenemos que la base
B = {v1,v9,v3} es una base ortonormal orientada positivamente. Es directo ver que
es ortonormal, por lo que comprobemos si es positivamente orientada:

O = O

1 1
0 0}=1>0
1 -1

DN —

Por tanto, B es una base ortonormal orientada positivamente. Calculamos ahora
7s(F), para lo cual nos definimos un sistema de referencia auxiliar (no es el buscado)
para realizar de forma més sencilla los calculos. Sea este Ry, = {0, B}:

s(0,0,1) = (0,0,0) + 75 (0,0,1) = (0,0,0) + (0,£ o) = <o,ﬁ o)
B Rauz

27 27

para lo cual he tenido que calcular que (0,0,1) = (0, X —?)B. Por tanto, calcu-
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lamos ahora mpry(r):

1 2 2 1 2
Mprgry = (0,0,1) + §F7TS<F = <O, \/7_, —£> + 5 (0,0, £> =
RE’MCIJ

B
_(Oﬁ_ﬁ>
S\ 27 4
RH.’LL:E

Calculamos ahora las coordenadas de mpryr) en el sistema de referencia usual:

\/§ \/§ \/§ 1 \/§ 1
[ Y2 V= T (1,0,1) = X2 _(1,0,-1) =
MEprg(F) (0, 9’ 4 . ( 707 ) 4 \/5( 707 )

1 1 1 3
= 5(1,0, 1) — 1(1,0, -1) = (Z’O’ Z_L>

Sea entonces R’ = {mF,rS(F), B} el sistema de referencia buscado. Tenemos en-
tonces que, en dicho sistema la ecuacién asociada a C' es:

2 2 2,2
22:%:>22:%<:>\/§z:$2+y2
ey &

Vemos que, efectivamente, es un paraboloide eliptico.
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5.4. Espacio Proyectivo.
Ejercicio 5.4.1. En el plano proyectivo P?, consideramos las rectas:
R:{(SC()IiL'l:.%'Q)EEDZ‘JZ'O—'—Q?l:O}, S = { L X $2 E]P)|£C1+$2—O}

y el punto pg = (1 : 1 : 1) € P2 Calcular la aplicacién f : R — S tal que a cada
punto p € R le hace corresponder el tinico punto de corte entre las rectas po +p y
S. (Es f una proyectividad de R en S?

Sabemos que un punto genérico de R es de la forma p = (o : —a : ), por lo que
el espacio vectorial asociado a pg + p es:

m = 'C{(L L, 1)7 (Oé, -, 5)}

Por tanto, la ecuacion implicita de ]m es:

1 o x
1 —a x| =0=—axetax;+prot+axry—Lr;—azrs = (a+F)xo+(a—F)r) —201,
1 B T

e~

Calculamos por tanto la interseccién de pg + p con S:

{ (a+ B)xo + (a0 — B)ry — 2wy =0 }:{ (a+ B)xo + (o — B)wy + 2w, =0

Ty + T2 =0 T - _
_ 3a—B
o _ o — Ot-l-ﬁ)\
{(a—l—ﬂ)xg—i-(?)oz Bley =0 } o — \eR
) = —I
5172:)\

Por tanto, deducimos que:

fp)=fla:—a:6)=((pPo+p)NS= <3(j—i-_ﬂﬁ:_1:1)

Para ver si es una proyectividad, veremos si existe una aplicacion lineal inyectiva

f:R— S tal que f([v]) = [ flv )] Veamos si la siguiente aplicacion es inyectiva:

T —a,8) = (30— B, —a — Ba+f)

Para ver que lo es, basta ver que el nicleo es trivial:

Ja—p =0 _
—a—f =0 :>{a :8}
a+pf =0 p =

Por tanto, ? es una lineal inyectiva. Ademas, se tiene que f([v]) = [?(v)} , por

lo que f es una proyectividad.
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Ejercicio 5.4.2. En P?, determinar la expresién matricial en la base candnica B,
de R? de todas las homograffas h : P? — P? satisfaciendo:

h(1:1:1)=(1:0:1), A(1:1:0)=(1:0:-1), A(1:0:0)=(1:1:0)

Supongamos que h es una homografia, y sea hla aplicacién lineal asociada.
Tenemos que, para cierto A1, Ao, A3 € R*:

h(1,1,1) = A1(1,0,1), h(1,1,0) = Xp(1,0,—1), h(1,0,0) = As(1,1,0)

Por tanto, dada la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, la matriz de h en la base
B es:

. M A
M(h,8,8u>: 0 0 A
A~ O

Por tanto, la matriz de h en la base B, es:

M (ﬁ, Bu> - M (ﬁ, B, Bu> - M (Id, By, B) =

Al A A3 111
=10 0 X3|-|({1 10 =
A=Ay 0 100
Az Az — Az AL — Ay
= )\3 —)\3 0 )\1,)\2,)\3 € R*
0 =X AM+XA

__ Por tanto, tenemos que las homograffas i son las que tienen por lineal asociada
h con dicha matriz, para ciertos Ay, Ao, A3 € R*. Ademads, como es inyectiva y la
dimensién del dominio y el codominio coinciden, es biyectiva, por lo que es una
homografia.
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